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Col movimento di una linea qualunque L si possono generare infiniti elicoidi 
aventi per asse comune una retta fissa r. Ognuno di essi risulta completamente 
determinato di forma e di posizione, tosto che sia fissato il valore del suo para- 
metro p (rapporto costante della velocità di traslazione a quella di rotazione, nel 
movimento elicoidale). Se quindi si fa percorrere a py con continuità^ la serie di 
tutti i valori reali da -oo a -f Qo , si ottiene un sistema di oo' elicoidi {fascio 
d'elicoidi)^ tutti passanti per la linea L considerata nella sua posizione iniziale 
{base del fascio), 

A questo fascio d'elicoidi appartengono, come casi-limiti, la superficie di ro- 
tazione descritta da L attorno ad r, e la superficie cilindrica avente L per di- 
rettrice e le cui generatrici sono parallele ad r , che corrispondono rispettiva- 
mente ai valori ed oo del parametro. 

§ 1. 

Le linee A , A| , A, rappresentate dalle equazioni: 

(1) 5 = R cosu , 1) = R senw , ij = U 

(2) 5 = Ricost^, , )j = Rjsenwi , ? = XJ| 

(3) 5 — R2COSM2 ? A - Itjsenwj , ? = U, 

siano soggette a movimenti elicoidali di parametri p ^ Pi ìP% rispettivi attorno 
air asse delle «. 

voli. xui. 1 
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Se L , L, , L, sono tre linee arbitrarie descritte rispettivamente sagli elicoidi 
generati £ , £| , 1^ ^ esse si possono rappresentare coli 3 equazioni: 

(4) a = R Gos f{u ) , 1/ = R sen^(w ) , 2=U-fp[/(w)-w] 

05 = R,cos^(u,) , 1/ = R|Sen^(Mi) , «, =U, +;?,[/, (w.) - 11,] 

X = RjCOs/jCwj) , y = Rjj8en/;(t/,) , ^f, = U, + Ptlfti^,) - u^] 

[dove f(u) , f^(tt^) , fi{u^) sono funzioni arbitrarie di m , tt, , w, rispettivamente]. 
E poiché la coincidenza delle linee L , L, è espressa dalle condizioni: 

R:w)=R,(w,) , A^) = AW , U-f-p[r(t*)-tt] = U,+p,[r,(ti,)-w,], 

si ha che: 

La linea d' intersezione dei due elicoidi £ , £| , generati dalle linee (1), (2) 
è rappresentata dalle equazioni: 

(a; = Rcos[^"^-"-^"<""^"^1 , i/ = Rsen T^' "^-^^-^-(^ "-^n 

(5)) 



z = 



;>~-Pi 



quando si supponga di eliminare in esse uno dei parametri n , u, per mezzo 
della condizione: 

R(w) = R,(w,). 

Determinando in modo simile la linea d'intersezione L, degli elicoidi £| , I^ 
e poi mettendo la condizione che L , L, coincidano, si hanno le equazioni: 

(.^' - P<^<) - (U - pti) ^ (U>~P2^t)-(Pt--/>t^ i)) 
P-Pi P^-Pt 

j>(U,~p,te,)-p,(U-^u) _ pj{Ui ■-j>2^> )-J>2(Ut-/><^<) , 

E poiché queste si riducono all' unica: 

(6) (p^ -;>j)(U -pu) + {Pt -l?)tU, -i?|W,) + (p -pO(Ut-Pt^i) = , 
si ha il teorema generale: 
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La condizione necessaria e svfflcienie perchè i tre elicoidi 2 , I, , S, ^* P^' 
rametri p , p, , pi generati dalle linee (1) , (2) , (3) appartengano a un fascio d'e- 
licoidi aventi per asse comune Vasse delle z, è che le funzioni U(u) , U|(u,) , U2(u2) 
verifichino V equazione (6), e che i parametri u , a, , u^ siano legati fra loro dalle 
relazioni: 

(7) R(u) = R,(t^0 = R2(«t)- 

Ponendo /(«) = nelle (4) , si trova che il profilo determinato dal piano 
coordinato (5 Ì) nelV elicoide generato dalla linea d) è rappresentato dalle 
equazioni', 

(8) ? = R , 11 = , J = U-pM, 

Se danque si sappone che i profili degli elicoidi I ^ 2, , I^ posti sul piano coor- 
dinato {i C) I siano rappresentati dalle equazioni cartesiane: 

(9) C = F(5) , C = F,(5) , f = F,(5), 

e che per di più siano soddisfatte le condizioni (7), si trova: 

/ U "pu =. F (E) = F (R ) 

(10) U, - p,u, = F,(?) = F.(R.) = F,(R) 

( U^ - p^u^ = F,(E) = F,(R,) = F,(R). 

D' altronde, se le sezioni retto degli stessi elicoidi si rappresentano colle equa- 
zioni polari: 

(11) 0-9(R; , = 9,(R) , = 9,(R), 
per un noto teorema dei chiar.mo prof. Bianchi (•;, si ha: 

(12) F^R)=p9(R) , F,(R)=p,(p,(R) , F,(R) =p,9,(R). 

Di modo che, introducendo nelle (5) le condizioni (IO), e alle equazioni che 
in tal modo si ottengono applicando le relazioni (12), si trova che le equazioni (5) 



(') Sulle superficie applicabili — Annali della R. Scuola normale superiore di 
Pisa, 1878. 
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vengono ora sostituite rispettivamente dalle altre seguenti: 



L p-py J 

\ ^ P-Pl -^ 



z = 



P-Pi 



X = Rcos 



[ 



i>,?.(R)-p?(R)] 



p-Pi 



(14) ( y = Rsen f Mli^^l^il?)] 



« ^PPi 



?,(R)-^y(R) 



Dalle (13) , (14) si deduce: 

La sezione retta del cilindro avente le generatrici parallele all' asse e pas- 
sante per V intersezione L dei due elicoidi I , I, {proiezione equatoriale di L) e 
il meridiano della superficie generata dalla rotazione di L attorno alV asse degli 
elicoidi sono rappresentati dalle equazioni- 



(15) 



o dalle altre: 



F,(R) - r(R) 

■ I 

P-Px 



= 



(17) 



j>,?,(R)-p?(R )_ 

P-Px 



= 



(16) C = 



yF,(g)-p,F(0 



(18) l^pp^ 






secondo c/ie ^h' elicoidi si definiscono per mezzo dei profili (9) o delle sezioni 
rette (11). 

Operando in modo simile suir eguaglianza (6) , si trova che: La condizione 
necessaria e sufflciente onde i tre elicoidi aventi per profili le linee (9), o per se- 
zioni rette le linee (11), e i parametri p , Pi , Pj appartengano a un fascio d'eli- 
coidi aventi per asse comune l'asse delle z, è cJie le funzioni F(E) , F,(?) , Fj(?), 
o le altre ^(R) , 9i(R) , 9t^R) » siano legate fra loro rispettivamente dalle re- 
lazioni: 



(19) 
(20) 



(Pi - PtWiXÌ + (Pi- i')F,(?) + (p- j>,)F,(5) - 
P(Pt - Pt)f(^) + Ptipi - l')?i(R) + i»i(P - Pi)9»(R) = 0. 



§ 2. 



Dalle prime due equazioni (13) e dalla terza (14) si dedacc: 

5«, lasciando inalterati | " " S degli elicoidi, ai permutano fra 

\ le sezioni rette ) 

loro i parametri, i nuovi elicoidi si segano lungo una linea \ ' ?. 

t L, ) 
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Le proiezioni equatoriali di L^ e della primitiva linea d interzione L sono 
simmetriche rispetto all' asse delle x. 

La linea Lj e la primitiva linea d* intersezione L sono simmetriche rispetto 
al piano (xy). 

Aumentando p ^ p^ ài una stessa costante, V equazione (15) rimane immu* 
tata; lo stesso avviene della (16), se si alterano je> e p, in un rapporto costante. 
Perciò: 

Se, mantenendo invariati % profili di due elicoidi aventi l'asse in comune, 

. ( aumentano ) ^» -^a • • « m- j- • ^ • ( della medesima 

SI } ( con cotìtmuità tn infiniti modi i parametri | 

( alterano ) ( in un rapporto 

costante, il luogo delle linee d' intersezione delle infinite coppie d* elicoidi corri- 

spandenti è i '^'^ ^*''*'*'^''^ ^^ ^'** generatrici sono parallele alV j ^^,^ ^^^^^^ 

\ una superficie di rivoluzione il cui asse coincide coli' ) 
degli elicoidi. 

Poiché alterando p e p^ la un rapporto costante, l'equazione (17) non muta, 
si ha: 

Se, mantenendo invariate le sezioni rette di due. elicoidi aventi Vasse in co- 
m^une, si alterano con continuità in infiniti modi i parametri in un rapporto co- 
stante, il luogo delle linee d' intersezione delle infinite coppie d'elicoidi corrispon- 
denti è un cilindro colle generatrici parallele all'asse comune, 

L' equazione (19) rimane invariata se si aumentano i parametri di una stessa 
costante, e anche se si moltiplicano i parametri o le funzioni r(?) , F,(?) , Fj(E) 
per uno stesso fattore. L'equazione (20) rimane invariata, se si moltiplicano i pa- 
rametri o le funzioni ^(R) , <p^(R) , ?2(R) per uno stesso fattore costante. 

Si hanno quindi i teoremi: 

i. Se le linee A , A, , A, , sono i profili di elicoidi dello stesso asse e 

che costituiscono un fascio: 

a) esse coìiservano tale proprietà , se si aumentano i parametri degli eli- 
coidi d'una stessa costante^ e anche se si alterano in un rapporto costante. 

b) le linee A' , A, , A'^ , . . . . , deducibili dai profili dati alterando le or- 
dinate parallele all'asse in tm rapporto costante qualsiasi, sono i profili di altri 
elicoidi dello stesso asse, che pure costituiscono un fascio. 



IT. Se le linee: 



= <p(R) , 0=9,(R) , 6 = cp,(R), 



sono le sezioni rette di elicoidi dello stesso asse e appartenenti a un fascio: 

a) esse conservano tale proprietà , se ai alterano i parametri in un rap- 
porto costante, 

b) le linee: 

6=fc<p(R) , 6 = A:9,(R) , = fc?t(R) , 
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sono le sezioni rette di altri elicoidi dello stesso asse , appartenenti pure a un 
fascio. 

Se in ciascuno dei teoremi I e II si suppone di eseguire l'operazione indi- 
cata nel caso a) o nel caso b)y con continuità un numero infinito di volte, si ot- 
tengono naturalmente od* fasci di elicoidi; dei quali le oo^ basi costituiscono una 
superfìcie S facilmente determinabile. 

Si supponga, ad esempio, d'essere nel caso b) del teorema L — Si cambino 
allora nelle (13) le funzioni F(R) , F,(R) rispettivamente nelle altre A:F(R) , kF^{R) 
(con k coslante arbitraria), e poscia si elimini fra esse il parametio k. Si otten- 
gono allora le equazioni : 

^ f r,fR)-F(R) 1 _ r JVR)-F(R) i 

"==^^" Uf,(R)-;.,f(R) -J ' ^=^H^-f;(rF-p;fTr)-^^ 

dalle quali si deduce V equazione^ in coordinate cartesiane, della superficie ri- 
chiesta S, eliminando fra esse il parametro R. 

Eseguendo il calcolo indicato nel caso particolare : 

F(5) .-=• { cot£ , F,'?) = ?C0t2, , 

si ottiene l'equazione finale : 



/*>• » P\ cote — » cote, / V \ 

(21) z = ^-^ ~ ' . arctangf — ) , 

cote - cote, \ x / 



cote - cot6| \ 

che rappresenta un elicoide rigato ad area minima. 

Perciò: Il luogo delle basi degli oc' fasci d* elicoidi, deducibili da un fascio 
d^elicoidi rigati a direttrice rettilinea colla costruzione indicata nel caso b) del teo- 
rema /, ripetuta con continuità un numero infinito di volte, è precisamente quel- 
Velicoide rigato ad area minima che, unico nella sua specie, compare necessa- 
riamente fra gli elicoidi rigati del fascio dato (V. § 5). 

Scrivendo la condizione (19) sotto la forma: 

(22) {p, -Pt): + (/>a -/>)(, + (i> - P,)C, = , 

che è affatto indipendente dalla coordinata E, si può enunciare senz'altro il teo- 
rema : 

IH. Se le linee A , A, , A, , . . . dello stesso piano t:, in movimenti elicoidali 
di parametri rispettivi p , Pi , Pj , . . . attorno a una retta r di ti, generano degli 
elicoidi appartenenti a un fascio, esse conservano tale proprietà anche se ven- 
gono sottoposte a movimenti elicoidali, rispettivamente cogli stessi parametri: 

a) attorno alla retta r, dopo di averle spostate tutte nel loro piano ir, nor- 
malmente all'asse, della stessa quantità arbitraria k. 
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b) attorno a qualsiasi retta del piano ir, parallela ad r. 
Il fascio determinato dagli elicoidi i cui profili A j A, sono le linee : 

ba per base la curva rappresentata dalle equazioni (13). Spostando le linee A, A, 
come è indicato nel caso a) del teorema III, le equazioni precedenti vengono 
sostituite dalle altre : 

{: = F(?-fc) , f, = F,(?-fc). 

E allora, assoggettando queste linee a movimenti elicoidali attorno all'asse 
delle i e cogli stessi parametri p yp^ di prima, si ottengono due elicoidi la cui 
linea d'intersezione è rappresentata dalle equazioni : 

rF/R-ik)-F(R-À:)i ^ rF-(R - A;) - F»R - ifc)l 

a; = Rcos -^-^ !^ -M , y = RsenM^^ -\ , 

L p-pi J L P-Pi J 

pY^(R - k) - p^FiR " k) 

z = * . 

p-Pi 

Si vede quindi che V equazione della superficie S, luogo delle basi degli oo* 
fasci d'elicoidi che si ottengono applicando co7i continuità un numero infinito di 
volte la costruzione indicata nel caso a), si ottiene eliminando la quantità (R— k) 
fra le due equazioni: 

(P - Pi) arctang(—\ = F,(R - k) - F(R - k) 

(P - Pi)z = PF|(R - k) - p,F(R - k). 

Applicando poi la (15) nel nostro caso, ^ìivows^ c\ìq le projezioni equatoriali 
delle basi degli infiniti fasci d'elicoidi ottenuti^ sono altrettante concoidi di una 
qualunque di esse, rispetto a un medesimo polo (Vorigine). 

Nel caso particolare in cui gli elicoidi componenti i fasci siano rigati e a 
direttrice rettilinea, la superficie S si riduce precisamente airelicoide rigato ad 
area minima (21), trovato in un'applicazione del teorema I. 

Se F(?) , F|(E; sono due funzioni lineari di S, dalle (15), (16) si deduce che 
R è una funzione lineare di e C nna funzione lineare di i. Ne segue che la 
linea dHntersezione di due elicoidi rigati a direttrice rettilinea ha per projezione 
equatoriale una spirale d^ Archimede, e la stessa linea^ ruotando attorno alVasse 
comune degli elicoidi^ genera un cono. 

Se F(?) , F,(E) sono due funzioni lineari di ?, dalla (19) risulta che anche 
Fjy^ è una funzione lineare di E. 
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Se F(5) è una funzione lineare di 5 e nella (16) la f è una funzione lineare 
di ^, anche r,(S) risulta una funzione lineare di i, e si cade cosi nel caso pre- 
cedente. 

Se F{i) è una funzione lineare di S, e quindi F(R) una funzione lineare di R^ 
e nella (15) è una funzione lineare di R, anche P|(R) riesce una funzione li- 
neare di R, cioè F,(E) una funzione lineare di ?, e si cade ancora nel primo caso. 

Se infine nello (15), (16) è una funzione lineare di R e ^ di E, le due e- 
spressioni : 

F, (g) - F(g ) pF,{Ì)-^p,F{i) 

P-Pi ' P-Pi 

sono pure due funzioni lineari di ? ed allora le F{i) , F,(E) riescono funzioni li- 
neari di E, e si cade ancora nel primo caso. 
Si può quindi enunciare il teorema: 

Il fascio d'elicoidi dello stesso asse che ha per base la curva d'intersezione: 
1.0 di due elicoidi rigati a direttrice rettilinea, 

2.0 di un elicoide rigato a direttrice rettilinea e di un cono di rotazione 
cogli assi tn comune, 

3.0 di un elicoide rigato a direttrice rettilinea e di un cilindro a sezione 
retta spirale d' Archimede col polo sull'asse, 

4.0 di un cono di rotazione e di un cilindro a sezione retta spirale d' Ar- 
chimede col polo sulVasse, 
è costituito esclusivamente da elicoidi rigati a direttrice rettilinea. 

La base di un fascio d'elicoidi rigati a direttrice rettilinea ò suscettibile di 
una costruzione geometrica interessante a conoscersi. 

Sia L(MABC . . .) una linea qualunque tracciata sopra un cono di rotazione 
(di semi-angolo al vertice t), avente il vertice nell' origine e 1' asse coincidente 
coirasse delle z, ed L'(M'A'B'C' . . .) la sua projezione ortogonale sul piano (xy). 
Si ponga : 

OA' = R , OA=p , M'0A' = 6, 

e si denoti con io 1' angolo che formano fra loro le due generatrici OM , OA 
quando il cono è sviluppato sopra di un piano. 

Col centro e col raggio OM' si descriva un arco circolare segante OA' 
in P', da P' si conduca la normale al piano {(cy) e si prolunghi fino a che tagli 
OA in P. Risultando allora OP = OM, i punti M , P sono situati sulla sezione 
circolare del cono che passa per M, e perciò risulta : 

arco M'P' = R • , arco MP = p • w. 

Notando che arco M'P' = arco MP e ricorrendo inoltre al triangolo rettan- 
golo AA'O, si ottengono le formolo : 

(23) R*0 = p*(o , R=rp.sen6, 
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colle quali, quando si conosca la linea L| , si può determinare la trasformata a 
cui si riduce L nello sviluppo del cono circolare sopra di un piano ; e vice- 
versa. 

Così ad esempio se R = A;»6 (con k costante), risulta dalle (23): 

k 
sen*6 ' 

relazione la quale dimostra che la base di un fascio d'elicoidi rigati a direttrice 
rettilinea si può ottenere avvolgendo il piano di una spirale e2' Archimede sopra 
un cono circolare col vertice nel polo. 

§ 3. 

Dalle equazioni (8) si ricava •che il profilo delV elicoide rigato generale di 
parametro p, è la curva rappresentata dall'equazione : 

/k 



(24) ? = cott • V?* — k* - p . are «<>«(-?-) 



essendo k il raggio del cilindro circolare che contiene l elica linea di stringi- 
mento, ed e V inclinazione {costante) delle generatrici rettilinee sull'asse. 
Ora, se neirequazione (19) si fa 

F(5) = cots- \'5* — A:'— />*arccosf —- J 

(25) \ 

Fj(?)=cot6, . ^/i^~*-p^ . are cos(-^^ , 



si trova: 



« ,,x (i><-i>2)cote.>/E*-A:^H-(p,-;>)cote^. V5*-V 

jj 2V?) = ;;; — ~ 

l>(/>i -Ì>t)-arccos^— j H- p,(pt -i>)arc cos (-jj 

Pi-P 

da cui si scorge che per A:, ^A: la forma di FjiE) è diversa da quelle di r(5) e 
F,(?). Invece per k^ = k risultando : 

(26) F,(f) = (i'-P»)oote, - (p. -^Ocou^^^,--p_^^ ^^^ n\ 

P-Pl ^^^ 

Ja forma di h\(^) è identica a quelle di F(?j e F,(?). 

VCL, 3CLU. 2 
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Ne segue che : Quando fra gli elicoidi di un fascio aventi Vasse in comu- 
ne j ve ne sono due rigati : 

l.o se le loro linee di stringimento non sono sopra il medesimo cilindro y 
nessun altro elicoide del fascio può essere rigato^ 

2,^ se le loro linee di stringimento sono sopra il medesimo cilindro H [ne- 
cessariamente circolare)^ qualunque altro elicoide del fascio è pure rigato^ e la 
sua linea di stringimento giace sul cilindro H. 

Conseguentemente in un fascio d* elicoidi non tutti rigati aventi V asse in 
comune, vi sono tutto al piic due elicoidi rigati. 

Se nella (16) si sostituiscono a F(E) , F,(S) le espressioni (25); quando in esse 
si supponga k^ = A;, risulta : 

{p cote, --/),cot2)*E* — (p - Pi VII* = k^(p cots, -piCote)*, 

la quale dimostra che: La linea d'intersezione di due elicoidi Hgatiy che hanno 
Vasse in comune e le cui linee di stringimento sono sopra il medesimo cilindro^ 
ruotando attorno alVasse comune, genera un iperboloide a una falda (riducibile 
a un cono, quando gli elicoidi rigati sono a direttrice rettiliìiea). 

Si trova poi dalla (15) che la projezione equatoriale di detta linea d'inter- 
sezione è la curva 



cote, — COtS I-— 

vR* — k* + are cos 

P -Pi 



(4)-' 



che evidentemente si riduce a una sviluppante di cerchio per 



k = 



cote — cote, 



Dal teorema precedente risulta che, avendo un fascio d'elicoidi ri^^ati, se il 
raggio del cilindro H è zero per uno di essi, è zero per tutti. D' altronde si è 
già visto (§ 2) che, quando fra gli elicoidi di un fascio due sono rigati e a di- 
rettrice rettilinea; tutti gli altri hanno la stessa proprietà. 

Sì può quindi asserire che : In un fascio d' elicoidi rigati aventi V asse in 
comune, si deve necessariamente presentare uno dei tre casi seguenti: o nessuno 
è a direttrice rettilinea^ o uno solo è a direttrice rettilinea, o tutti quanti sono 
a direttrice rettilinea. 

Si rileva poi dair equazione (26) che se le generatrici rettilinee di due eW- 
coidi del fascio i cui parametri sono p , p, hanno sulVasse le inclinazioni s , s 
le generatrici rettilinee di qualsivoglia altro elicoide appartenente al faccio e il 
cui parametro è p^, hanno sulVasse comune un'inclinazione ti definita dalla re- 
lazione : 

(27) coH. = (P-Paeofe.-(p.-p.) coU _ 

P-P» 
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La (27) mostra che V inclinazione s, è affatto indipendente dal raggio k del 
cilinro H, che contiene le linee di stringimento di tutti gli elicoidi rigati del 
fascio. 

Siccome per 6i = -^ Tequazione (27) offre per p,- l'unico valore : 

/?,C0tc —p cols, 

p — 

* cots — cotei 

risalta : Fra gli elicoidi rigati aventi V asse in comune e costituenti un fascio 
ve n'è sempre unoj ed uno solo, a piano direttore. 

Essendo i profili di due elicoidi rigati ^ ,ì^i definiti dalle equazioni «25), io 
loro sezioni rette, pel teorema di Bianchi, sono rappresentate dalle equazioni: 



cotsVR'-fc* /k\ ^ cot£,\/R* - fc,* /k,\ ^ 

— p *••« ^^\ii) = « ' - -jr — «« ^°< B ) = *• 

Se dunque nella (20) alle fanzioni cpiR) , ^,(R; si sostituiscono i primi mem- 
bri delle equazioni precedenti (quando in esse si supponga A;, =^'), si ricava colla 
risolazione rispetto a ^^'R): 

^ (/> - P*)C0t£, — (p, - /?2)C0t£ /-- TT / k\ 

<fj(R; = - — — ' — -^ — — • V R'-A:* - are cosi —- ) • 

Pt^p-pO \R/ 

Perchè V equazione = c,(R) rappresenti una sviluppante di cerchio, è ne- 
cessario e sufficiente che sia 

(p - p,)C0t6, -Jp, -pj)cOt£ ^ 1 
PliP - Pi) ^ 

e siccome si deduce di qui : 

k{p cot^^ —p^ cote) 
^^^'^ p- Pi + A:(cote, - cots) ' 

si conclude : In un fascio d'elicoidi non tutti sviluppabili aventi Vasse in comune^ 
ve n'è sempre uno, e uno solo, che è sviluppabile. 

Ne segue che se in un fascio d'elicoidi rigati se ne hanno due che sono svi- 
luppabili, tutti gli altri hanno la stessa proprietà. 

Essendo L l'intersezione di due elicoidi sviluppabili 2) , 21| aventi per sezioni 
rette le sviluppanti di cerchio : 



(28) 



=___ -arccos(-) , = -^^^ arccos(-j, 



se si applica la condizione (20), si trova che un terzo elicoide 1^ appartenente 
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al fascio determinato dai due primi, ha per sezione retta una curva che si ri- 
duce essa stessa a una sviluppante di cerchio soltanto quando k^ = k. Ma in tal 
caso le sezioni rette (28) dei due elicoidi 2 , 2| sono identiche fra loro, la base 
del fascio si riduce a una sviluppante di cerchio, posta in un piano normale ai- 
Tasse, e conseguentemente tutti gli elicoidi del fascio sono sviluppabili. 

Perciò: In un fascio d^elicoidi non tutti rigati aventi l'asse in comune, non, 
vi possono essere piii di due elicoidi sviluppabili. 

L'elicoide 2»- abbia per generatrici le binormali di un'elica circolare (neces- 
sariamente lìnea di stringimento). Preso su di questa un arco qualsiasi AB e 
detta AM la projezione di AB sulla sezione circolare che passa per A, si ha: 

BM 

(29) Pi = . ., = fc-tang(BAM) ^ fc-tangs... 

^ ' ^* / arco AM \ &v / & i 

E siccome, eliminando e» fra quest'equazione e la (27), risulta l'equazione : 
(cote — cote,)/?*,- — {p^ cote — p cote,)p^ + A:(p, - p) = , 

di secondo grado in p{ , si conclude che : 

Ad un fascio d^elicoidi rigati aventi Vasse in comune appartengono sem,pre 
e soltanto due elicoidi (reali od immaginari), luoghi delle binormali di eliche 
circolari. 

Se si considera il fascio determinato da due elicoidi rigati 2 , 2, luoghi delle 
binormali di eliche circolari, si hanno le equazioni : 



(30) 



I F (5) = cote . n/?^ — fc* - fc tange • are cosf —^ 
F F,(?) = cote, . V?*-A;,* - fc^tange, • are cosf y j 



i cui secondi membri si deducono dalla (24) coir introdurvi la condizione (29). 
Perchè un terzo elicoide 1^ del fascio sia anch' esso luogo delle binormali 
di un'elica circolare, è necessario e sufficiente che la funzione F^^?) definita dal- 
l' equazione : 



r (5j = (i>i -Pt)cotg * V?* - fc' 4- (pt - p)cotz^ ■ \'i^-k\ _ 

Pi - P 

A:(2?, — |>j)tang6'arccosf — j h -^•^(J?, — j))tang6,«arc cosf--j 

Pi-P 
[che si ricava dalla (19) dando ad F(E) , F|(?) i valori definiti dalle (30)] abbia 
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la stessa forma delle (30), il che si traduce nelle condizioni analitiche : 



(31) 



(Pi - Pt)tangc + [p^ - p)tangg, ^ 

Pì-P 



essendo 6j Tinclinazione (costante) delle generatrici del nuovo elicoide suirasse 
comune. 

Ma le (31) servono soltanto a dimostrare (in due modi) l'irapossibilità della 
esistenza, nel fascio, di questo terzo elicoide S^ della stessa natura di 2) , 2,. 

Infatti, anzitutto la prima condizione (31) prova che le linee di stringimento 
dei due elicoidi L' , S, sono sopra un medesimo cilindro (necessariamente circo- 
lare), ed in tal caso si è dimostrato (§ 3) che il fascio determinato dai due eli» 
coidi 1 , £| è costituito da elicoidi necessariamente rigati, fra i quali, come è 
noto, non più di due possono essere i luoghi delle binormali di eliche circolari. 

Secondariamente, se si moltiplicano membro a membro la seconda e la ter- 
za (31), si trova un'equazione la quale si scinde nelle due seguenti: 

p\ - (f> + P%)Pt +i>/>4 = j (tang£ - tangg,)» = 0. 

La prima ha le soluzioni Pi = p ì Pi=^Pi t 1® quali però sono prive d'impor- 
tanza^ giacché se ad esempio si considera la prima, gli elicoidi Ij » ^ ? avendo 
lo stesso parametro, non si possono tagliare che lungo delle eliche e quindi Zj 
non può far parte del fascio d'elicoidi determinato da £ , £,. 

Siccome poi dalla seconda si ricava e, =: e, si vede che i due elicoidi £ , £| 
hanno per linee di stringimento due eliche 'circolari le quali, oltre essere trac- 
ciate sopra cilindri coassiali, segano le loro generatrici rettilinee sotto angoli ri- 
spettivamente eguali. 

Ma evidentemente con tali condizioni gli elicoidi £ , I, riescono paralleli, e 
determinano per conseguenza un fascio improprio. 

Ne segue che in un fascio éC elicoidi non tutti rigati aventi Vasse in comune^ 
non vi possono essere piii di due elicoidi luoghi delle binormali di eliche cir- 
colari. 

§ 4. 

Se l'elicoide -^ appartenente al fascio determinato dagli altri due S , Ij è 
rigato e a direttrice rettilìnea, si ha : 

(32) fs = mi 

(con m costante), ed allora dalla (22) si ricava : 



(33) J, = 

P-Pt P-Pt 



Mp-Pi) ^ j Pi-P^ ^ 
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Se inversamente si ha : 
(34) C, = W + fcC , 

con ^ e A: costanti, la relazione (22) diviene : 

KPt-p)^ + l(Pf - Pt) ■*- HPt - p)]C + (p - i>,)C, = 0. 
E questa si rende identica alla (32) prendendo 

1 - A: ' ^* 1 - A: 

Ne segue die Za condizione necessaria e sufficiente perchè al fascio determi- 
nato dai due elicoidi 2) y £| appartenga un elicoide rigato a direttrice rettilinea 
è che il profilo di X, sia deducibile da quello di £ mediante la costruzione geo- 
metrica indicata dalV equazione (34). 

Ora è facile verificare che, se si parte da una linea arbitraria L(S , Cj del 
piano coordinato (xz) e si applica ad essa la trasformazione data dall' equazio- 
ne (34), si ottiene una curva ^(S , Ci) che è omologico-affine alla L ; il centro 
di affinità è il punto air infinito deli' asse delle z^ e Trasse di affinità è la retta 
che, passando per V origine, forma coir asse delle x V angolo la cui tangente è 

— ' ; (cioè m). 

1 — fc 

Si ha quindi il teorema : 

Allorché fra gli elicoidi di un fascio vi è un elicoide rigato a direttrice ret- 
tilinea, e soltanto allora^ % profili di due qualunque degli elicoidi del fascio sono 
linee omologico- affini^ col centro di affinità nel punto all' infinito dell' asse degli 
elicoidi e colVasse di affinità coincidente con una delle generatrici dell' elicoide 
rigato. 

Nel caso particolare in cui T elicoide rigato 1^ è ad area minima, si ha 
m = /i = e la relazione (33) si riduce all'altra 

(35) C, = ^^^-^^^-^ 

P-P% 

Da questa si ricava ad esempio la proprietà : Se ad un fascio d^elicoidi ne 
appartengono due che sono rigati e a direttrice rettilinea, ovvero che hanno per 
profili due parabole ordinarie, o due parabole dello stesso ordine superiore, col- 
Vasse comune e parallelo all'asse degli elicoidi: 

1.0 ogni altro elicoide del fascio ha rispettivamente la medesima proprietà. 
2.0 al fascio appartiene sempre un elicoide rigato ad area minima. 

Ricordando poi una proprietà delle superficie di rivoluzione, si deduce l'al- 
tro teorema : 

Un meridiano di qualsiasi superficie di rivoluzione e le proiezioni ortogonali 
di tutti gli altri sul piano ti del primo, possono essere considerati come i profili 
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degli infiniti elicoidi d'u7i fascio, aventi per asse comune qualsiasi retta del pia- 
no K ortogonale all'asse della superficie di rivoluzione. A ciascuno di questi in- 
finiti fcisci d'elicoidi appartiene sempre un elicoide rigato ad area minima. 
Osservando dalle (13) che la condizione 2 = equivale all'altra 

F,(R) = ^ F(R) , 

ir 



la quale può anche scriversi : 



P 



si ha, paragonando qaesta relazione colla (33) : Se ad una linea qualsiasi del 
piano z = si danno due movimenti elicoidali di parametri p , p^ attorno all'asse 
delle Zj e ai profili degli elicoidi generati si danno due movimenti elicoidali di 
parametri q , q^ attorno all'asse delle z, i due nuovi elicoidi generati 2) , I^ de- 
terminano un fascio d' elicoidi, al quale appartiene V elicoide rigato d' area mi- 
nima di parametro 

Pi = . 

p - Pi 

M. Chasles, nella Nota Vili delia sua opera : Apergu historique sur l'ori- 
gine et le développement des méthodes en geometrie, sviluppando una proposizione 
di Pappo, dimostra che si possono ottenere tutte le spirali, projettando V inter- 
sezione d' un elicoide rigato ad area minima fìsso e di una seconda superfìcie 
convenientemente scelta, di rivoluzione attorno all'asse dell' elicoide, sopra un 
piano perpendicolare a quest'asse. 

Ora, se si considera come una funzione nota X(R) di E*, si deduce dalla 
equazione (15) : 

F.(E) = r(R) + (p-p,)KR). 

Si ha così il seguente teorema, generalizzazione di quello di Chasles : 
Una linea piana qualunque rappresentata dall'equazione polare : 

= X(R) 

può essere considerata come la proiezione equatoriale della linea d' intersezione 
di un elicoide fisso 2* {di parametro p e avente per profilo la linea C = F(^)] col- 
VaUro elicoide variabile 1^ di parametro p^ e avente per profilo la linea 

(36) « = F(5) + (p-p,).À(5). 

Se nella (36) si suppone successivamente p = ,2?, -0, si trovano due equa. 
zioni le quali coincidono l'una coll'altra, qualora si supponga />j = - 2^. Perciò 
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Se si taglia un elicoide di parametro p e una superficie di rivoluzione^ aventi 
VassQ e il profilo-meridiano in comune^ con un cilindro arbitrario, le cui gene- 
ratrici nono jjarallele alVasse, si ottengono rispettivamente due linee L' , L". 

Dando ad U U7i movimento di rotazione e ad L" un movimento elicoidale 
di parametro — p attorno alVasse comune, la superficie di rivoluzione e Velicoide 
generati hanno il medesimo profilo-meridiano. 

Se, col teorema di Bianchi^ si determina la sezione retta deirellcoide di pa- 
rametro {p^Pi) generato dal profilo: 

(37) ? = F,(5)-F(§), 

si trova l'equazione : 

F,(R)-P(R) = (;>-Pi)0, 

che coincide colla (15). Perciò : 

La proiezione equatoriale della linea d' intersezione degli elicoidi di para- 
metri p , pj generati dai profili : 

f = F(S) , i = Fi(5) 

è identica alla sezione retta delV elicoide di parametro ("^ ^ ^^) generato dal pro- 
filo (37). 

Osservazione — Applicando la condizione (19), si trova qììq questo terzo eli- 
coide non appartiene, in nessun caso, al fascio determinato dai primi due. 

Supponendo F(§) = , ;?, = , l'equazione (15) diviene ; 

F,{R)=pO. 

Se dunque si cambia la funzione F, neir altra Z' , si ha il seguente teore- 
ma (*). La projezione equatoriale Lq della linea d^ intersezione L dell'elicoide ri- 
gato d'area minima (di parametro p) colla superficie di rivoluzione il cui meri- 
diano A ha per equazione: 

è rappresentata dalV equazione polare 

pd = f(R) , 

avente la stessa forma della precedente. 

Si vuol vedere se una tale proprietà può sussistere per altri elicoidi. 
Siano rispettivamente: 



(*) Chasles, 1. e. 
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le equazioni del meridiano di una superficie di rivoluzione data e del profilo di 
un elicoide incognito di parametro p. 

La projezione equatoriale dell' intersezione delle due superficie è rappresen- 
tata dall' equazione (15)^ che ora diviene: 

f(R) ^ f,{R) = pO. 

Onde quest' equazione (in coordinate polari R , 0) abbia la stessa forma dell' e- 
quazione (in coordinate cartesiane) del meridiano delia superficie di rivoluzione^ 
è necessario e sufficiente che sia: 

UR) = 0. 
E siccome tale condizione conduce air altra 

si trova che la proprietà dimostrata è caratteristica per V elicoide rigato ad area 
minima. 

Applicando quindi il teorema di Bianchi , si trova: 

L' elicoide rigato ad area minima ha la caratteristica proprietà di essere 
segato da una superficie di rivoluzione di meridiano A lungo una linea L, la cui 
projezione equatoriale Lq è identica alla sezione retta delV elicoide avente lo stesso 
parametro del dato e la linea A per profilo. 

Per mezzo di questo teorema, qualsivoglia linea piana definita da un'equa- 
zione in coordinate polari, può essere realizzata con due costruzioni geometriche 
caratteristiche. 

Cosi, ad esempio, supponendo che la superfìcie di rivoluzione segante Teli- 
coide rigato ad area minima sia una sfera col centro suir asse, si deduce: 

La linea che, in coordinate polari^ è rappresentata dalV equazione: 



(38) R = VA;* - 1?*0 

può essere riguardata sia come la sezione retta d'un elicoide (di parametro p) 
avente per profilo un cerchio di raggio k col centro sulV asse^ sia come la pro- 
iezione equatoriale dell* intersezione delV elicoide rigato ad area minima {di pa- 
rametro p) con una sfera di raggio k col centro sulV asse. 

La curva (38) può evidentemente costruirsi per punti, partendo dalla spirale 
d' Abchimeob : 

giacché avendosi: 



VOL. XLII. 
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descritta che 8ia la spirale^ una costruzione geometrica evidente porta alla de- 
^erminazione di quanti punti si vogliono della curva (38). 



Fig. 1. 







La forma di questa linea dipende essenzialmente dal valore del rapporto — . 

k ic 
Per — < — la linea ha V aspetto dell' ordinaria lemniscata di Bbbnouill i. 
p ~" 2 

col punto doppio nel polo e colle tangenti in tale punto distinte o coincidenti 

secondo che - è minore od eguale a — • 

p Js 



Fig. 2. 







TC k 

Per n-^- <(n + l)ic (con n intero e positivo), la curva ha 2n + 1 punti 
doppi, uno dei quali nel polo e gli altri distribuiti sopra due rette ortogonali 
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passanti per esso (come si scorge dalle nnìte figure, corrispondenti ai casi par- 
ticolari di n = 1 /2 y 3). 

Fìg. 19. 







§ 5. 



Dati due elicoidi £ , l^ dello stesso asse, il profilo di un terzo elicoide qua- 
lunque £« ^^ parametro p^ e appartenente al fascio determinato dai primi due è 
costruibile colla formola: 



(+^^^^C. 



(39) 



ft = 



( Pi-P t)i-^-(Pt-p)ii _ P% -Pi 



P%"P 



1 + 



Pt-P 
Pi-P% 



che si ricava risolvendo rispetto a Cs ^^ (.^^)« 

La (39) dimostra che: Dati due elicoidi fissi £ , £| ; qualunque altro elicoide 
Z,- del fascio da essi determinato si può considerare come il luogo dei punti P 
che dividono i segmenti PP| paralleli all' asse comune e intercetti fra gli eli 
eoidi Z f 1^ y in due parti aventi fra loro un rapporto costante. 

.Fra il valore m di tale rapporto e il parametro p^ dell' elicoide I^ sussiste 
la relazione: 



m = 



Pi-P 
Pi -Pi 



Il profilo dì un quarto elicoide 2, di parametro p^ e appartenente al fascio 
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è definito dall' equazione: 



Pi -i>« 

Dalle (39) , (40) si deduce che le estremità delle ordinate fj > Cs sono ar- 
monicamente separate dalle estremità delle altre ordinate C , X^ sempre e soltantd 
qaando i due coefficienti di Cf nelle due formolo (39) ; (40) sono numericamente 
eguali e di segni opposti; cioè quando: 

Pi "Pi Pi -Ps 
Si deduce di qui la relazione: 

P+Pi -2/>, 

la quale definisce il parametro dell' elicoide Z^ in funzione dei parametri degli 
altri tre 2,2,, 22- 

Si ha cosi il teorema: Dati dite elicoidi fissi 2 , 2| , gli influiti altri elicoidi 
del fascio da essi determinato si possono riunire a coppie in guisa, che le infl' 
nite coppie di punti dove le dette coppie d* elicoidi sono incontrate da una retta 
qualunque r parallela alV asse comune^ costituiscono un' involuzione quadratica 
avente per punti doppi i punti dove r taglia gli elicoidi dati 2,2,. 

Si deduce di qui: Se A , A, , A2 sono i punti dove tre elicoidi 2 , 2, , 2j di 
un fascio sono incontrati da una retta arbitraria r parallela alV asse comune^ 
ed A3 è il conjugato armonico di Aj rispetto ad A f A^ , il luogo dei punti A, , 
quando la retta r assume tutte le posizioni possibili, è un altro elicoide 2, ap- 
partenente allo stesso fascio al quale appartengono 2 , 2| , 2^ , e il cui pararne- 
tro P3 è definito dalla (41). 

Questi risultati si possono generalizzare nel seguente modo: 

Essendo A , A, , A, , A, i profili di quattro elicoidi 2 , 2, , 2, ,, 2, di un fascio, 
posti sul piano coordinato (xz) si conduca in tale piano una retta parallela al- 
l' asse comune e siano P , A , A, , Aj ^ A3 i punti dove questa retta taglia Tasse 
delle a? e le linee dette. 

Per quanto si è visto precedentemente^ si ha: 

_ PA + m*PA , PA+n.PA, 

* 1 -hm ' - 1 + 71 ' 

essendo: 

m — , n = . 

Pi-Pt Pì-Pz 
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Chiamando allora k ì\ rapporto anarmonico dei quattro punti A,A|)As,A|, 
si ha: 

^^PA^JPA ^ PA3 - PA ^ m ^ (l>« -P )(Pi -P,) 
FA, - PA, ' PA, - PA, n {p, - p,)(p, - p) ' 

£ siccome da questa si ricava: 

(42) p = ^^^Pt-P«> + P<(y «--i^) ^ 

si conclude: 

iSe A , A| y A^ sono i punti dove tre elicoidi S , S^ , Sj dì wm fascio sono in- 
canir ati da una retta arbitraria r parallela all' asse comune^ ed Aj è il punto 
che insieme ad A , A| , Aj , forma una quaterna di punti di rapporto anar Mo- 
nica €Ìato k; il luogo dei punti A3 , quando la retta r assume tutte le posizioni 
possibili, è un altro elicoide £3 appartenente allo stesso fascio a cui appartengo- 
no ^ , ^^ ,1^} ^ ^^ <^^^ parametro p, è definito dalla (42). 

Per A:= - 1 la (42) si 'riduce, come è naturale, alla (41) e si ottengono i teo- 
remi precedenti. 

Parma, Luglio 1903. 
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I GRUPPI DI TRE TETRAEDRI UUN F ALTRO INSCRITTI 

E CIRCOSCRITTI 

NOTA 

DEL 

Prof. V. MARTINETTI a Meseina 



MobiuB fa il primo a considerare due tetraedri inscritti uno nell' altro in 
quel modo speciale che ora appunto dicesi «di M3biu8» (*). Steiner, po- 
nendo il problema generale, trattò un altro caso di reciproca inscrizione di due 
tetraedri (^, ed il problema stesso venne, per la prima volta credo, risolto com- 
pletamente dal signor P. M u t h (') il quale trovò possibili cinque casi. Gli ele- 
menti di una coppia di tetraedri l' un V altro inscritti e circoscritti sono quelli 
di una Cf. (84 , 8^) (*), ed è appunto colla ricerca di tali Cf. (*) che si sono ri- 
confermati i risultati del Muth. 

Nel seguito per le proprietà, costruzioni, etc. delle coppie di tetraedri in- 
scritti r un neir altro ci riferiremo alla nota « Le Cf. (84 , 84) di punti e piani » 
ultimamente citata (^) ed indicheremo con |l| , {2{ , jdj , {4| e j5| ì cinque casi 
di reciproca iscrizione^ come si è fatto altra volta (*). 

Ci proponiamo la ricerca dei gruppi di tre tetraedri ciascuno dei quali è 
inscritto negli altri due. Supporremo che i tetraedri siano proprii, ad elementi 
distinti, ed inscritti e circoscritti in modo semplice (^); li indicheremo con A,B,C, 



(^) Oìornale di Creile voi. Ili, pag. 275 e voi. X, pag. 324. 

(2) G e s a m. W e r k e B. I, S. 405. 

(•) " Ueber Tetraederpaare „ Zeitschr. f. Math. u. Phys., XXXVII Jahrg, 1892. 

(*) R e y e " Das Problem dar Configurationen „ Acta math. I. 

(*) Martinetti « Le Cf. (84 , 8J di punti e piani „ Giornale di Mat. 
XXXV. 

(*) Martinetti ^ Alcune considerazioni sulla Cf. di K u m m e r „ Bend. del 
Circolo mat. di Palermo XVI, 1902. 

C) Se si toglie la condizione che dae tetraedri siano ad elementi distinti ed 
inscritti e circoscritti in modo semplice si ottengono altri 41 casi. — Martinetti 
" Sulle coppie di tetraedri V un V altro inscritti e circoscritti „ Mem. della R. Acc. 
Peloritana voi. XVIII, 1903. 
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e con 123476678,9 10 11 12 indicheremo rispettivamente i loro vertici. 
La scrittara A . B ^ 1 1 1 significherà che i dae tetraedri A e B sono V un nel- 
l' altro inscritti nel modo |t|. 

I vertici e le facce dei tre tetraedri di ano dei gruppi che si cercano sono 
gli elementi di una Cf. (12^ , 124), propria, di punti e piani. Ci riferiremo qual- 
che volta a tali Cf. usando le ordinarie denominazioni e notazioni. 

Troveremo che i gruppi cercati sono di 28 tipi , mentre sono di 23 tipi le 
relative Cf., giacché avviene qualche volta che cogli elementi di una di tali Cf. 
si possono fare terne di tetraedri di tipo diverso. 

Divideremo il lavoro in due parti: Nella prima cercheremo i simboli, essen- 
zialmente diversi, possibili per le Cf. (12^ , 12^) nascenti da terne di tetraedri 
nella voluta relazione , senza preoccuparci però della loro effettiva esistenza; 
nella seconda parte , discutendo i simboli trovati nella prima, stabiliremo quali 
siano realizzabili e quali costruzioni conducano alle terne cercate. 

Si avrà occasione di fare alcune osservazioni^ e notiamo in particolare quelle 
dei n.M9 , 21 , 23 e 26 , per le quali risulta V esistenza di gruppi di un nu- 
mero qualsivoglia di tetraedri ciascuno dei quali è inscritto in tutti gli altri. 



PARTE I. 

1. Se A , B , C è una delle nostre terne, su ogni faccia di A sta un solo ver- 
tice di B ed uno solo di C, e ci è lecito supporre che 5 e 9 stiano sulla faccia 
1 2 3 , 6 e 10 sulla 1 2 4 , 7 ed 11 sulla 1 3 4 , ed 8 e 12 sulla 2 3 4 , e ciò 
indicheremo scrivendo: 

5.123. 9 

6 . 1 2 4 . 10 

7 . 1 3 4 • 11 

8 . 2 3 4 . 12. 

La tema di tetraedri verrà indicata allora da un simbolo come questo: 
5.123.9 a.567.i a'. 9 10 11. e 

6 . 1 2 4 , 10 b . 6 e B . l 6' . 9 10 12 . Z' 

7 . 1 3 4 . 11 e . 5 7 8 . m e' . 9 11 12 . ^ 

8 . 2 3 4 . 12 d . 6 7 8 . n d' . 10 11 12 . ^ 

dove a b e d , a' V e' d' f sono permutazioni dei numeri 1234,e/^/idi 
5 6 7 8 ed i 2 m n di 9 10 11 12. 

I dodici gruppi di cinque numeri che appaiono nel simbolo sono quelli de- 
gli indici dei punti esistenti nei piani della corrispondente Cf. 
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La prima questione che abbiamo detto di voler trattante 8i riduce alla ri- 
cerca di tutte le permutazioni a h e d^ a' h' c^ df ^ e f g h ^ i l m n^ compati- 
bili colle condizioni che i tetraedri A , B e C siano proprii e ad elementi di- 
stinti; cosi che i simboli risultanti non siano trasformabili uno in un altro per 
mezzo dì una sostituzione dei numeri 1 ^ 2 , • . . , 12. 

Un' osservazione della quale spesso dovremo tener conto, perchè limita no- 
tévolmente il numero delle ipotesi che a prima vista si presenterebbero, è que- 
sta : se in un simbolo (anche non ancora completato) appaiono tre indie! x ^ y y z 
insieme in due linee, dovrebbero, in corrispondenza, due facce dei tetraedri con- 
tenere i tre vertici oc , y , a i quali saranno perciò necessariamente in linea retta 
(diremo convenzionalmente che x ^y y z sono tre indici allineati) : se allora in 
un' altra linea apparissero due degli indici x , y , z, vi dovrà essere scritto anche 
il terzo. 

2. Supponiamo in primo luogo A . B ^ {Ij , cioè A . B coppia di M 5 b i u s. 
Ciò dà senz' altro a,ò,c,cZ^L,2,3,4. 

Se anche A . C^{1{ , avremo a' , 6' , e' , d/^i ^ 2 , 3 , 4 ed otteniamo 
la parte di simbolo 

5.123,9 1.567. 1 . 9 10 11 . 

6. 124. 10 2.568. 2. 9 10 12. 

7. 134. 11 3.578. 3. 9 11 12. 

8 • 2 3 4 . 12 4.678. 4 . 10 11 12 . 

la quale non viene alterata da varie sostituzioni, fra le quali la (2 3 4) (5 7 6) 
(9 11 10) che non altera 1.567, per essa possiamo escludere le ipotesi i = 10, 
t = 11 , perchè darebbero simboli equivalenti a quelli che nascono facendo i = 9. 

Posto t = 9 , risultano allineati 15 9, perciò si deve fare e = 6: la sostitu- 
zione (2 3; (6 7) (10 11) mostra che sono equivalenti le ipotesi n = 10 , w = 11 e 
noi non faremo la prima: n = 11 dà A = 7 e Z = 10 , m = 12 ovvero Z = 12 , w = 10, 
ciò che porta rispettivamente: /'=6,^=8 ovvero /'=8,^ = 6; fatto invece 
n = 12 si ha Ti = 8 e Z = 10 , m = 11 ovvero Z = 11 , m = 10 , donde rispettiva- 
mente /= 6 ^ = 7 , ovvero /= 7 , gr = 6. 

Posto t = 12 , che trae con se e = 8, possiamo, per la (3 4) (5 6) (9 10), esclu- 
dere Z = 9. La (1 3) (6 8) (10 12) ci dice che le ipotesi m = 9 , w = 11 non con- 
durrebbero a casi nuovi, perciò non ci resta che supporre Z=ll,m = 10,w=9 
e quindi /*=7,^=6,7i = 5. 

L'ipotesi A.. B = {1|, A . C = {lj dà adunque cinque casi: 



(1) 



6.123.9 1.567.9 1 . 9 10 11 . 5 

6.124. 10 2. 668. 10 2. 9 10 12. 6 

7. 134. 11 3. 578. 12 3. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 11 4 . 10 11 12 • 7 



(2) 



(3) 
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cogli alHneftinenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 8 12 , 4 7 11 e B . C= )5| ; 

5.123.9 1.567.9 1.9 10 11. 5 

6 . 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 . 12 2 . 9 10 12 . 8 

7.134.11 3 . 5 7 8 . 10 3 . 9 11 12 . 6 

8 . 2 3 4 . 12 4.678.11 4 . 10 11 12 . 7 

cogli allineamenti 1 5 9 , 2 8 12 , 4 7 11 e con B . C= |2{ ; 

5.123.9 1.567.9 1.9 10 11. 5 

6.124. 10 2.568. 10 2. 9 10 12. 6 

7. 134. 11 3.578. li 3. 9 11 12. 7 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 4 . 10 11 12 . 8 

cogli allineamenti 1 5 9 ^ J 6 10 , 3 7 11 , 4 8 12 e B . C = jl i ; 

5.123.9 1.567.9 1.9 10 11. 5 

6 . 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 . 11 2 . 9 10 12 . 7 
7. 134. 11 3.578. 10 3. 9 11 12. 6 
8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 4 . 10 11 12 . 8 

cogli allineamenti 1 5 9 , 4 8 12 e B . 0= |1| ; 

6.123.9 1.567. 12 1.9 10 11. 8 

6. 124. 10 2. 568. 11 2. 9 10 12. 7 

7 . 1 3 4 .. 11 3 . 5 7 8 . 10 3 . 9 11 12 . 6 
8. 234. 12 4,678.9 4. 10 11 12, 5 

senza allineamenti e B , C^{1|. 

3. Sapponiamo A , B^|l| ed A . C^j^l. 

Possiamo fissare nella coppia A . C== {2; ad arbitrio il simbolo di uno dei 
vertici associati presentanti il caso a (^) e come tale prenderemo 1 di A, sicché 
potremo fare a' = 1 , ò' = 3 , e' = 4 , d' = 2: si ottiene un simbolo incompleto, 
che non è mutato dalla (2 :) 4) (5 7 6} (9 1 1 10) la quale non altera 1.567, 
per ciò le ipotesi f = 10 , « = 11 riescono equivalenti alla i = 9, oltre alla quale 
basterà considerare la i = 12. Per V osservazione del n.o i vengono immediata- 
mente escluse le ipotesi: Z=9,m = ll ,n = 10,/=7,^~6,^ = 5. 



(4) 



(5) 



(1) Martinetti. "Le Gf. (8^ , 84) di punti e piani „ (1. e.) n. 8. 
vor>. JOAi, 4 
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Posto i =: 9; che dh Tallineamento 15 9, quindi e=-by risalta 



per l = 10 
per Z=: 11 
per Z=12 



w=12 , n = ll , /'^S , 5r = 7 , ^=6 ; 
m = 10 , n = 12 , /'e: 6 , ^ = 8 , ^ = 7 ; 
m=10, 7i=ll,/'=6,flr = 7,^~8. 



Posto 1 = 12, che dà e = 8, si potrà fare 1=10 ovvero Z=ll; nel primo 
caso si ha subito : 



neir altro : 



m= 9,n = ll,/'=5,5r = 7,?i = 6-, 
m=10,n= 9,/'=6,5r = 5,;i = 7. 



Il primo simbolo però si muta nel (2) per la sostituzione (1 10 7 2 11 8 3 
9 5) (4 12 6), sicché V ipotesi di questo numero conduce a quattro simboli che 
sono, come si verifica facilmente, non equivalenti fra loro od ai cinque già scrit- 
ti, cioè : 

5.123. 9 1.567. 9 1. 9 10 11. 5 



(6) 



6. 124. 10 2.568. 10 3. 9 10 12. 8 



7 . 1 3 4 . 11 

8 . 2 3 4 . 12 



3 . 5 7 8 . 12 

4 . 6 7 8 . 11 



4 • 9 11 12 . 7 
2 . 10 11 12 . 6 



cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 tO , 3 8 12 , 4 7 11 e B .0= |2| ; 

5.123. 9 1.567. 9 1. 9 10 li. 6 



(V) 



6. 124. 10 2. 568. 11 



7 . 1 3 4 . 11 



3 . 5 7 8 . 10 



3 . 9 10 12 . 6 



4 . 9 11 12 . 8 



8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 2 . 10 11 12 . 7 



cogli allineamenti 1 5 9 , 4 8 12 e B . C= |2| ; 

5.123. 9 1.567. 9 1. 9 10 11. 5 



(8) 



6. 124. 10 2.568. 12 



3 . 9 10 12 . 6 



7.134. 11 3.578. 10 4. 9 11 12. 7 



8.234. 12 4.678. 11 



2 . 10 11 12 . 8 



cogli allineamenti 1 5 9 , 2 8 12 , 4 7 11 e B . C |2| -, 

5.123. 9 1.567. 12 1. 9 10 11. 8 



(9) 



6. 124. 10 2.568. 11 3. 9 10 12. 6 



7 . 1 3 4 . 11 



3 . 5 7 8 . 10 4 . 9 11 12 . 5 



8.234.12 4.678. 9 2. 10 11 12.7, 
senza allineamenti e con B.C={2|. 
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4. Snpponìamo A.B = !1| e A.C=!3!. Si può fissare che il gruppo ordi- 
nato in A, che appare nella costruzione della Cf. Ili (84 , 8J (1. e. n.o 10) sìa 
1 2 3 4 ed allora avremo a' = 2 , ò' = 3 , e' = 4 , d' = 1 , e , per T osservazione 
del n.o 1, t=4=9 , Z=4=12 , m^=ll , n^lO y e^S , f^l , gr^6 , h^5. 

Posto t = 10, che dà 1 6 10 allineati e perciò /i = 6, troviamo possibili : 



ovvero 



oppure 



/= 9, «1 = 12,»= 11, 6 = 5, /'=8, ^ = 7, 



Z=ll,m=: 9,n = 12,6 = 7,/' = 5,5r = 8, 



Z = ll,m=12,n= 9 , 6 = 7 , /'-8 , flf = 5. 



Posto t = ll, quindi /i=^7, siamo certi di ricadere in uno dei casi prece- 
denti se poniamo 2=9, come provala sostituzione (1 4 3 2)(5 6 7 8)(9 IO 11 12), 
ovvero m = 12 per la (1 3)(2 4)(5 7)(6 8)(9 llj(IO 12), quindi si potrà fare sol- 
tanto n = 12 , ^ = 8 e nasce il solo caso Z=10 , m = 9 , e = 6 ,/'=5, 

Posto t=12, che dà ^ = 8, non porremo, per evitare di cadere in casi già 
contemplati, Z = 9 né i = 10 , sicché Z = ll , m=10 , w = 9 donde e = 7 , f = 6 , 

La supposizione fatta in questo numero conduce a cinque simboli che sono 
nuovi e non equivalenti : 



(10) 



5.123. 9 1.567. 10 2. 9 10 11. 5 

6. 124. 10 2.568. 9 3. 9 10 12. 8 

7.134. 11 3. 578. 12 4. 9 11 12. 7 

8 , 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 11 1 . 10 11 12 . 6 

cogli allineamenti 1 6 10 , 2 5 9 , 3 8 12 , 4 7 11 e B . Os {3| ; 

5.123. 9 1.567. 10 2. 9 10 11. 7 

6. 124. 10 2. 568. 11 3. 9 10 12. 5 

7.134. 11 3.578. 9 4. 9 11 12. 6 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 1 . 10 11 12 . 8 

cogli allineamenti 1 6 10 , 3 5 9 ^ 4 8 12 e B . C = |4! ; 

5.123. 9 1.567. 10 2. 9 10 11. 7 

6 . 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 . 11 3 . 9 10 12 . 8 

(12) 

7.134. 11 3.578. 12 4. 9 11 12. 5 

8.234. 12 4.678. 9 1. 10 11 12. 6 



(11) 
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cogli allineamenti 1 6 10 , 3 8 12 e B . C= j3{ ; 

5.123. 9 1.567. 11 2. 9 10 11. 6 

6.124, 10 2.568. 10 3. 9 10 12. 5 
(13) 

7. 134. 11 3.578. 9 4. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 1 , 10 11 12 . 7 
cogli allineamenti 1 7 11 , 2 6 10 , 3 5 9 , 4 8 12 , e B .C= j3( ; 

5.123. 9 1.567. 12 2. 9 10 11. 7 

6 . 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 . 11 3 . 9 10 12 . 6 

(14) 

7 . 1 3 4 . 11 3 . 5 7 8 . 10 4 . 9 11 12 . 5 

8. 234. 12 4.678. 9 1. 10 11 12. 8 
senza allineamenti e con B.G==|3|. 

5. Ritenendo sempre A.B^jlj, facciamo A.C^j4l donde a'=l , 6'=2 , 
e' - 4 , d' = 3 , ipotesi che non è alterata dalle sostituzioni (1 2) (7 8) (11 12) e 
(3 4) (5 6) (9 10) ad es., siccliè t = 9 , t=10 danno risultati equivalenti. Pos- 
siamo escludere i = 10 e quindi e - 6 ; sono poi certamente wi + 9 , n + 10 , 
^ 4= 6 , /t =f= 5. 

Posto t = 9, che trae con se e = 5, potremo fare Z=10 (che dà /'=6) ed 
allora ;m=ll,n=12,5r = 8,/i = 7, ovvero : w— 12 , ?i = ll , gf = 7,/i — 8. 

Posto 1 = 11, che dà e — 7, restano equivalenti le ipotesi 1=9 ed Z = 10 , 
sicché possiamo, escludendo Z = 10, porre m = 10 , quindi /i = 6, ed allora restano 
possibili i due casi : 

Z= 9 , 71 = 12 , ^=5 , g = S] 
Z= 12 , n= 9 , /=8 , ^ = 5. 

Nel primo è B.C^j3! quindi il simbolo è certamente equivalente ad uno 
già indicato ; il secondo simbolo si muta nel (4) per la sostituzione (2 4 7 5) 
(3 6)(9 10 11), per la qual cosa nel caso (4) cogli stessi elementi si potrà fare 
un'altra terna di tetraedri Tun Fallro inscritti di tipo diverso, cosa che si vedrà 
direttamente. 

Posto 1=12, sarà 6 = 8, e per avere casi non incontrati, Z =|= 9 , Z =j= 10 
(per la (1 2) (7 8) (11 12)), dunque l - li e necessariamente m-10, ?i=9 , /=? , 
g = ò , ^ = 6. Questo simbolo si muta però nel (14) per la (1 2 5 3) (4 6 8 7; 
(10 11). 

In conclusione la supposizione fatta in questo numero conduce ai due soli 
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casi nuovi : 



(15) 



5.123. 9 1.567, 9 1. 9 10 11, 5 

6 , 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 , 10 2 . 9 10 12 . 6 

7 . 1 3 4 . 11 3 . 5 7 8 . 11 4 . 9 11 12 . 8 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 3 , 10 11 12 . 7 
cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 7 11 ; 4 8 12 e con B .C= |4| ; 

6.123. 9 1.567. 9 1. 9 10 11. 5 

6.124. 10 2.568. 10 2. 9 10 12, 6 
(16) 

7 , 1 3 4 . Il 3 . 5 7 8 . 12 4 , 9 11 12 . 7 

8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 11 3 . 10 11 12 . 8 
cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 8 12 , 4 7 11 e con B.C={4i. 

6. Se vogliamo che sia A . B ^ |1| ed A . ^ |5!, possiamo sempre sapporre 
a' = 2 , 6'=1 , e' = 4 , d'=:3 , ipotesi non alterata dalle sostituzioni (1 2)(7 8) 
(Il 12) , (3 4X5 6)(9 10) , ciò che permette di fare t=4= 10: abbiamo poi, per la 
solita osservazione : i4=ll , 1^12 , m4=9 , 7i=4=10,e=t=8, f^7 , g^Q , h^5. 

Posto t = 9 (e però /' = 5), non sarebbe B.C^i5| , come deve essere per 
avere casi nuovi, se fosse fe - 8 ; non sarà neppure allora w = 12, sicché non re- 
sta a supporre che n = 12 , ^ -- 8 ed inoltre : ^=10 , m = ll , e = 6 ,'A = 7, ov- 
vero : Z=ll , w^lO, 6-7 , h = 6 i ma il simbolo corrispondente a quest' ul- 
timo caso diviene il (12) per la (2 7)(3 5 6 4)(9 10 11), il primo invece è nuovo. 

Posto t = l2, quindi ^=8, non faremo 1 = 9 od ^=10, per non ricadere in 
casi già trovati, perciò Z = ll,w-10,n = 9,e = 7,^-5,ft = 6, ma il cor- 
rispondente simbolo si muta in (5) per la (1 6 8 10 2 5 7 9)(3 12 4 11). 

Danque se una coppia di tetraedri della terna è di M ò b i u s si può dare 
oltre ai sedici già scritti il solo caso : 

5.123. 9 1.567. 9 2. 9 10 11. 6 

6. 124. 10 2.568. 10 1. 9 IO 12. 5 

7. 134. 11 3.578. 11 4. 9 11 12. 8 
8 . 2 3 4 . 12 4 . 6 7 8 . 12 3 . 10 11 12 . 7 



(17) 



cogli allineamenti 159, 26 10, 37 11, 48 12 eB . G= |5|. 

7. Si può sempre fare a = l,6 = 3,c = 4,ci = 2 quando si voglia A . B=12(, 
ed allora la terna ordinata di vertici che appare in A per la corrispondente 
Cf. II (8^ , 84) (l. e. n.o 9) è 2 3 4 ed in B è 5 7 6. 

La sostituzione (2 3 4)(5 7 6)(9 11 10) non altera questa ipotesi. 
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Se vogliamo che sia anche A.C^!2t, dobbiamo distingnere varii casi: 
l'accennata terna ordinata in A proveniente da A.G^|2{ è 

a) 2 3 4, donde : a' = 1 , 6' = 3 , e' = 4 , d' = 2 ; 

p) 24 3 , donde: a'= 1 , 6' = 4 , c' = 2 , d' = 3 ; 

7) 123 , donde: a'= 2 , 6' = 3 , c' = 1 , d' = 4 ; 

S) 132 , donde: a' = 3 , 6'= 1 , c' = 2 , d' = 4 , 

e sono i soli essenzialmente diversi come prova la ricordata sostituzione. 

Caso a. — Le ipotesi z — 9 , 10 , 11 sono equivalenti, come prova la (2 3 4) 
(5 7 6)(9 11 10), perciò supporremo i+10 , t + H. 

Posto t' = 9 , e di conseguenza e = 5 , deve essere ( evitando B . C ^ 1 1 } ) , 
1 = 11 ,w = 12,n = 10,/'=7,^==8,/i = 6, oppure: Z= 12 , m = Il , n = 10, 
f=8 , ^ = 7 , ^ = 6. 

Posto t = 12, e conseguentemente 6 = 8, tenendo presente la sostituzione 
(2 3 4)(5 7 6)(9 11 10) e B . C =+= jl| , troviamo : 



ovvero : 



oppure : 



Z= 9 , m= 11 , 71:= IO , /'=5 , 5^=7 , ^ = 6 , 



Z = 10,m= 9,n=ll,/ = 7,5r = 6,^ = 5, 



Z = ll,m = 10,n= 2 , f=6 , g = ò , h = 7 , 



quest'ultimo però si muta nel precedente per la sostituzione (5 9) (6 10) (7 11) 
(8 12). 

Si hanno cosi quattro casi nuovi : 

6.123, 9 1.567. 9 1. 9 10 11. 5 

6. 124. 10 3.568. 11 3. 9 10 12. 7 
(18) 

7. 134. 11 4.578. 12 4. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 2 . 10 11 12 . 6 

cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 4 8 12 e B . C= |2Ì ; 

5.12 3. 9 1.567. 9 1. 9 10 11. 5 

6. 124. 10 3.568. 12 3. 9 10 12. 8 
(19) 

7.134. Il 4.578. 11 4. 9 11 12. 7 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 2 . 10 11 12 . 6 



)( 31 )( 
cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 8 12 , 4 7 11 e B . C= [5! ; 

5.123- 9 1.567. 12 1. 9 10 11. 8 

6. 124. 10 3.568. 9 3. 9 10 12. 5 
(20) 

7. 134. 11 4. 578. 11 4. 9 11 12, 7 

8 . 2 3 4 • 12 2 . 6 7 8 . 10 2 . 10 11 12 . 6 
cogli allineamenti 2 6 10 ; 3 5 9 , 4 7 11 e fi . C= |2| ; 

5.123. 9 1.667. 12 1. 9 10 11. 8 

6.124. 10 3.568. 10 3. 9 10 12. 7 
(21) 

7. 134. 11 4.578. 9 4. 9 11 12. 6 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 11 2 . 10 11 12 . 5 
senza allineamenti e con B.C^{2{. 

Il c<iso ^ non conduce a nessun simbolo possibile, perchè, per la osserva- 
zione del n.o 1, si trova ?=t=9,n = 10,^ + 5,^4=6,^=t=7,^ + 5,7i4=6,^4=7. 

Caso Y. — Deve essere i^lO , m=4=10 , w4=9, 7i4= 12 , 6 =4= 5 , « =t 8 , 
/7 =t= 6 , ft 4= 6 ; non può essere poi J = 10 , perchè risulterebbero allineati 2 6 10, 
ovvero 3 6 10 mentre rispettivamente in 3 . 9 10 12 o 2 . 9 10 11 non vi può es- 
sere 6 ; si deve porre adunque n = 10 ed e = 6. 

Se facciamo i = 9, quindi flr = 5, la sola ipotesi Z = 12 , m = ll , /'=8, 
h=z7 può dare, e da', un caso nuovo. 

Se facciamo t = 11 , quindi g = 7 , siha:Z = 9 , m=12 ,/=5 , ^ = 8, caso 
che si trasforma nel precedente per la (1 8)(2 7 3 6 4 5)(9 10 11 12), ovvero: 
Z=12 , wi = 9 ,/'=8 , ^ = 5, ma il corrispondente simbolo si muta nel (18) per 
la sostituzione (1 8)(2 6)(3 5)(4 7)(9 11 12). 

Se facciamo i = 12, quindi 5^ = 8, per 1 = 9 , 7?i = ll, che portano ^ = 5 , 
h=7 , ci riduciamo ancora al (18) colla (1 7 12 3 5 9)(2 6 10)(4 8 11) , per il 
solo altro caso possibile Z = 11 , «n = 9 , /"= 7 , ^ = 5 si ha il secondo caso nuovo 
soddisfacente alV ipotesi 7: 

5.123. 9 1.567. 9 2. 9 10 11. 6 



(22) 



6. 124. 10 3.568.12 3. 9 10 12. 8 



7 . 1 3 4 . 11 4 • 5 7 8 . 11 1 . 9 11 12 . 5 



8 . 2 3 4 . 12 2 . 6. 7 8 . 10 4 . 10 11 12 . 7 
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e ogli allineamenti 159, 26 10, 38 12, 47 11 e B.C= |2| ; 

5.123. 9 1.567. 12 2. 9 10 11. 6 

6 . 1 2 4 , IO 3 . 5 6 « . 11 3 . 9 10 12 . 7 

(23) 

7. 134. 11 4.578. 9 1. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 4 . 10 11 12 . 5 

coU'allineamento 2 6 10 e B.C={2|. 

Il caso S nnlla dà di nuovo^ giacché, per la solita osservazione, si vede che 
non può essere i = 11 ; Z = 10 , 1 1 , 12 ; m = 10 -, n = 9 , 10 ; e = 7 , 8 ; f = 7 ; 
^= 5 , 6 ; /i = 6 , quindi sarà: i' = l0,/ = 9,m=ll,w=12,a=i5,/'=6 , 
^ = 8 , ^ = 7, pel quale risulta B.C^jlj. 

8. Sempre supponendo A . B^ {2{; facciamo A . C^ jSj. I vertici del tetrae- 
dro A nella Cf. Ili (84 , 84) data da A . C si presentano in un certo ordine , il 
quale, rispetto alla già osservata distribuzione dei vertici stessi nella Gf. II data 
da A • B, può presentare due soli casi non equivalenti : 
1.0 12 3 4, ossia : a' = 2 , 6' = 3 , e' = 4 , d' = 1 , 
2.0 12 4 3, ossia : a' = 2 , 6' = 4 , e' = 1 , d' = 3. 
Colle solite considerazioni si prova che il 2^ è impossibile e che nel lo si 
ha: t4=9,^=t=5,e4=5,n=4=9,w4=9 perciò i = 9 , / = 5: poi n4=12,6=4=8,n=t=ll 
sicché n = 10 , e = 6 ed il simbolo si completa ponendo : 

i^H,m^. 12,A = 8,^ = 7, 
ovvero : 

t = 12,m = ll,A = 7,^ = 8; 

cosi si hanno i simboli nuovi: 

5.123.9 1.567. 11 2. 9 10 11. 6 

6.124. 10 3.568.9 3.9 10^12 . 5 

7. 134. 11 4. 578. 12 4. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 1 . 10 11 12 . 7 

cogli allineamenti 1 7 11 , 2 6 10 , 3 5 9 , 4 8 12 e B . C= |4{ ; 

5.123.9 1.567. 12 2. 9 10 11. 6 

6. 124. 10 3.568. 9 3. 9 10 12. 6 
(25) 

7. 134. 11 4.578. 11 4. 9 11 12. 7 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 1 . 10 11 12 . 8 

cogli allineamenti 26 10, 359, 47 11 eB . C= j3|. 



(24) 
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9. Facciamo, insieme ad A.Bs|2j, A.C=j4!. La Cf. IV (84,84) porta 
nei vertici dei singoli tetraedri una divisione in due coppie non equivalenti. Tali 
coppie in A si potranno supporre sempre 1 2 e 3 4 e sarà la prima, ovvero 
r altra quella di vertici coniugati (1. e. n.^ 14). 

Ai due casi corrispondono le posizioni : 

o' = 2 , 6' = 1 , e' = 3 , d' = 4 ; a' = 1 , 6' = 2 , e' = 4 , d' = 3 ; 

per la prima si conclude : 

11=1=1, l; 10+m, n;e = 6,/4=7, ^ + 7,^ = 7, 

però m = 11 ed il simbolo si può completare solo ponendo: 

i = 9,/ = 12,/ = 5,^=8; ovvero t = 12,Z = 9,/'=8,flr = 6, 

nel primo caso è B .0^121, il secondo è nuovo. 

Per la seconda posizione si ha i = 9 (non potendolo essere Z, m od n) quindi 
6 = 5, poi Z = 9 (non potendo essere Z = 10 od 11) quindi A == 8, e per completare 
il simbolo si può fare : 



ovvero : 



«i = 10 , n = 11 , /= 7 , ^ = 6 



m = ll,n = 10,/'=6,^ = 7. 



Nascono adunque i tre simboli: 



(26) 



5.123. 9 

6 . 1 2 4 . 10 

7 . 1 8 4 . 11 



1 . 5 6 7 . 12 
3.568. 9 
4 . 5 7 8 . 11 



2 . 9 10 11 . 6 
1 . 9 10 12 . 8 

3 . 9 11 12 . 5 



8 . 2 3 4 . 12 



2 . 6 7 8 . 10 



4 . 10 11 12 . 7 



cogli allineamenti 2 6 10, 3 5 9, 4 7 11 e B .0= |4| ; 



5.123. 9 



1.567. 9 



1 . 9 10 11 . 5 



(27) 



6 . 1 2 4 . 10 

7 . l 3 4 . Il 



3 . 5 6 8 . 12 



4 . 5 7 8 . 10 



2 . 9 10 12 . 7 



4 . 9 11 12 . 6 



8 . 2 3 4 . 12 

voi'. XLU. 



2 . 6 7 8 . 11 



3 . 10 11 12 . 8 
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cogli allineamenti 1 5 9, 3 8 12 e B . C = j4| ; 

5.123.9 1.567.9 1.9 10 11. 5 

6 . 1 2 4 . 10 3 . 5 6 8 . 12 2 . 9 10 12 . 6 
(28) 

7 . 1 3 4 . Il 4.578.11 4 . 9 11 12 . 7 

8 . 2 3 4 . 12 2 . 6 7 8 . 10 3 . 10 11 12 . 8 
cogli allineamenti 1 5 9, 2 6 10, 3 8 12, 4 7 11 e B.C=i4i. 

10. Non vengono casi nuovi neir ipotesi A.B^|2j e A.C^j5j perchè si 
può supporre a' = 2 , 6' = 1 , e' = 4, rf' = 3 e si trova, colle solite considera- 
zioni : 

i =i=,2 + 9 ed 11 , m =4= 9 , 71 +9, 10, 12 , e =H 5, 7, 8 , /'+ 7 , ^r i= 5 , /i =(= 5, 7, 

quindi : 

1 = 9, f=^ò, w = 10, e = 6, l = 12, n= 11, 5r = 7, /i = 8, 

nel qual caso risulta B . G = j2j. 

11, Facciamo A.B^f3|, supponiamo perciò a = 2, 6 = 3, c = 4, d = l ed 
esaminiamo dapprima i casi in cui anche A . C = |3j. Si vede subito che dobbiamo 
perciò fare tre sole ipotesi essenzialmente diverse : 

a) a'=2,6' = 3,c' = 4,d' = l; 

p) a' = 2,6' = 4,c't=l,d'=3; 

i) a' = 4 , ò' = 1 , e' = 2 , d' = 3 ; 

la prima e l'ultima non vengono alterate dalla sostituzione: 

(l 2 3 4) (5 8 7 6) (9 12 11 10}. 

Caso a. Si ponga i = 9 e per conseguenza e = 5, sarà n+12,^ + 8 e per 
m = 12 non 1= 10 quindi l- 11, n = 10, f = 7, A = 6, ma risulta B.C = |2t; per 
Z = 12 sarà ^=8 e m = 10, ?i = ll, <7 = 6, h = 7 ^ 
ovvero : 

m = 11, n = 10, <7 = 7, h = Q, 
questo è caso nuovo ma non il precedente nel quale B . C ^ J2Ì. 
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Si ponga ?=:10, quindi, per la ricordata sostituzione e sue potenze, i=Hl2, 
m+ll. Si ha inoltre e = 6 , /"^^S , ^i= 7 , nH= 12, però w - 12 ^ = 7 e Z = 9, 
« = 11, f = 5, ^ = 7, che dà B.C = |lj , ovvero : Z= 11, ?i = 9, /"= 7, h = 5, che 
dà B.C=lli. 

Si ponga i = ll e per conseguenza 6 = 8, per nou ricadere in pagi prece- 
denti non dovremo fare Z = 9 o 12; w = 12; n = 10 e perciò resta soltanto 
?=10, m = 9, w = 12 ed allora non è possibile completare il simbolo che po- 
nendo /'=7, ^=6, /t = 5. 

Finalmente per i==12 dobbiamo fare (per la ricordata sostituzione) Z= 11, 
m = 10, n - 9, ciò dà : 6 = 7, /= 6 , ^ ■= 5 , h =S (simbolo che si muta nel prece- 
dente per la (5 9) (6 10) (7 11) (8 12) ) ovvero : e = 8, /'=7, g = 6, A = 5, pel 
quale è B.C = |li. 

Dunque V ipotesi a) dà questi due casi : 

5.123. 9 2.567. 9 2. 9 10 11. 5 

6. 124. 10 3.568. 12 3. 9 10 12. 8 
(29) 

7. 134. 11 4.578. 11 4. 9 11 12. 7 

8 . 2 3 4 . 12 1 , 6 7 8 . 10 1 . 10 11 12 . 6 

cogli allineamenti 1 6 10, 2 5 9, 3 8 12, 4 7 11 e B . C = j5i ; 

5.123. 9 2.567. 11 2. 9^ 10 11. 8 

6 . l 2 4 . 10 3 . 5 6 8 . 10 3 . 9 10 12 . 7 

7. 134. 11 4.578.9 4. 9 11 12. 6 

8 . 2 3 4 . 12 1 . 6 7 8 . 12 1 . 10 11 U . 5 



(30) 



senza allineamenti e con B . C ^ j3|. 

Caso g. — Per le solite considerazioni si è condotti a porre ì — 9, Z = 10, 
m~l2, /Ì--11, e = 5,/'=8, flf = 7, h - Q e si incontra l'allineamento impossi- 
bile 3 6 10. 

Il caso Y es3lude subito i= 10; Z = 9, 11; m = 9, 10, 12; « =9, 11 , 12; 
e = 5, 6, 8; /= 5, 7, 8; ^r = 6; A = 5, 7 perciò si deve porre t = 9, Z= 12, m = 11, 
n = IO, e = 7, /" - 6, g = 5, h = 8, ma riesce B . C ^ ili. 

12. Sempre supponendo A.B^|3j, poniamo A.(^^j4j. I vertici di A nella 
Cf. A . B si presentano neir ordine 12 3 4, nella Cf. A.C si devono presen- 
tare divisi in due coppie, una delle quali è di punti coniugati, questa potrà es- 
sere di punti consecutivi nell' accennato ordine o no, per la (l 2 3 4) (5 7 8 6) 
(9 12 11 10) potremo ammettere che sia 3, 4 ovvero 2, 4, al che corrispoqdono 
le due posizioni : a' = 1, h' = 2, e' = 4, d' ^^ 3 e a' = 1, b' = 4, e' = 3, d' = 2. 

Per la prima si ha : Z, w, n diversi da 9 perciò i = 9, /"= 5; l diverso da 10 
ed 11, quindi Z = 12 ed ^* = 8 : allora il simbolo si può completale poncndq; 

m = 10, w = 11, e^l, 5 = 6 
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ovvero : 

m = 11, ?i = 10, e = 6, ^ = 7 , 

ma tali simboli non sono nuovi, perchè B . C è {1| nel primo e j2| nel secondo. 
Per la seconda posizione si ha necessariamente: 

ì = 10, Ti = 6, m = 12, / = 8, 1 = 9, w = 11, e = 7, ^r = 5, 

che conduce al caso nuovo: 

5.123.9 2.567. 10 1.9 10 11. 7 

6. 124. 10 3.568. 9 4. 9 10 12. 8 

(31) 

7 . 1 3 4 . 11 4 . 5 7 8 . 12 3 . 9 11 12 . 5 

8 . 2 3 4 . 12 1 . 6 7 8 . 11 2 . 10 11 12 . 6 
cogli allineamenti 1 7 11, 2 6 10, 3 5 9, 4 8 12 e B.G = |5|. 

13. Alia ipotesi A . B ^ |3j resta da accoppiare la A . C ^ j5(; per questa due 
sole ipotesi sostanzialmente diverse si possono fare: 1 è coniugato a 2 ovvero 
a 3, ossia a' = 2, 6' = 1, e' = 4 , d' = 3, ovvero a' = 3, 6' = 4 , e' = 1, d' = 2. Non 
otteniamo però casi nuovi. 

Nella prima viene subito Z = 12, ^ = 8, i = 9, 6 = 5, m = 11, n = 10, f = 6, ^ = 7 
e riesce B . C ^ j4j. 

Nella seconda viene i=10, /i = 6, l-d, e = 5, m = 12, ^=8, ?i = ll, g =^1 
che dà B . C = i3t. 

14. Volendo che sia A . B ^ {4!, basterà fare a=l ,6 = 2,c = 4,d = 3, ipo- 
tesi immutata dalle sostituzioni (1 2) (7 8) (11 12) , (3 4) (5 6) (9 10), etc. 

Supponiamo anche A . C^|4| distinguendo i varii casi ammissibili, cioè 
che nella Cf. A . C siano coniugati 3 e 4 come in A . B, ovvero 1 e 2 , ovvero 2 
e 4, avremo le tre posizioni: 

a) a' = l , 6' = 2 , e' = 4 , d' = 3; 
p) a' = 2 , 6' = 1 , e' = 3 , ci' = 4 ; 
Y) a' = l , ò' = 4 , e' = 3 , d'r=2. 

In a) sono equivalenti le ipotesi i = 9 ed t = 10 e noi escluderemo la se- 
conda. 

Posto i = 9 sarà e ==5 e, trascurando quelle posizioni per le quali B . C 
non risulti {4} o j5[ , otteniamo soltanto: 

Z = 10,m-12,n = ll,/^=.6,^ = 8,;i = 7. 
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Posto i= 11, quindi e = 7 , si ha: Z - 12 , wi =^ 9 , n= 10 , /'= 8 , </ = 6 , ;i= 5, 
ma tale simbolo si mata nel (4) per la (2 4 11 9 6 3 10 7 5); od anche: 

Z=12,w=10,n = 9,/'=8,flr = 5,^ = 6, 

che si muta pure in (4) per la (2 4 7 5 10 3 6 11 9). 

Posto 1-12, quindi « = 8, non sono possibili che questi casi (quando B . C 
debba essere |4| o }5| e si tenga conto della (1 2) (7 8) (11 12)): 

Z=ll , w= 9 , n = 10 , f=l , 5f = 6 , h = b\ 
Z = ll , TO = 10 , n= 9 , /'=7 , g = b , /i = 6, 

il quale però si trasforma nel primo, che è nuovo, per (5 9) (6 10) (7 11) (8 12). 
Il €090 a) conduce adunque ai simboli: 

5.123.9 1.567.9 1.9 10 11. 5 

6.124. 10 2.568. 10 2. 9 10 12. 6 

(32) 

7. 134. 11 4.578. 12 4. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . Il 3 . IO 11 12 . 7 

cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 7 11 , 4 8 12 e B . C = |5| ; 

5.123.9 1.567. 12 1.9 10 11. 8 

6. 124. 10 2.568. 11 2. 9 10 12. 7 

(33) 

7. 134. 11 4.578.9 4. 9 11 12. 6 

8 . 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . 10 3 . 10 11 12 . 5 

senza allineamenti e con B • C ^ |4|. 

Neir Ipotesi ^) si ha, per la solita osservazione : 

1 4= 11 , i + 12 , m =(=: 10 , ?i =(=: 9 , 6 4= 8 , /+ 7 , (7 4= 5 , /i =N 6 , 
inoltre le ipotesi 1 = 9 , i = 10 sono equivalenti; 

1 = 9 dà /'=5 e ^ = 10 , m -: 11 , n = 12 , e = 6 , ^=. 8 , /i =7 

come solo caso nuovo; 

t = 12 , dà /= 8 , e per la (1 2) (7 8) (11 12) escluderemo i = 9 ed 1 = 10. Si do- 
vrà porre / = 11 , che trae con sem = 9,n = 10,e = 7,^ = 6,^ = 5, che però 
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si muta nel (33) per la (1 5) (2 6) (3 12 9 7) (4 11 10 8). Si è trovato così: 

6.123,9 1.567.9 2. 9 10 11 .6 

6 . 1 2 4 . 10 2 . 5 6 8 . 10 1 . 9 10 12 . 5 
(34) 

7 . 1 3 4 . 11 4 . 5 7 8 . 11 3 . 9 11 12 . 8 

8 . 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . 12 4 . IO 11 12 . 7 

cogli allineamenti 1 5 9 , 2 6 10 , 3 8 12 , 4 7 11 e B . C = 15l. 

Nel caso (^) si trova t = 9, w = 12, 6 = 5 , f^S e, per non ricadere in sim- 
boli già notati, bisogna fare Z=ll, n=10, 5^ = 6, /i=7, cioè: 

5.123.9 1.667.9 1.9 10 11. 6 

6. 124. 10 2. 668. 11 4. 9 10 12. 8 
(35) 

7. 134. 11 4.678. 10 3. 9 11 12. 6 

8 . 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . 12 2 . 10 11 12 . 7 

coi due allineamenti 159,48 12 eB.C^ |5|. 

15. Nessun caso nuovo viene supponendo A . B^15| ed A.C=j5!. 
Infatti, rispetto ad A . C possono essere coniugati 1 e 2 , 3 e 4 ovvero 

1 , 3 , 2 e 4 e sono queste, come si vede, le sole ipotesi non equivalenti pos- 
sibili. 

Nella prima viene a' = 2 , 6' = 1 , e' = 4 , d' = 3. Per la (3 4) (5 6) (9 10) si 
presentano equivalenti le ipotesi t = 9 ed i = 10, e sarà poi sempre è =t= 11 i 
f+7 , Z+12, 64=8. 

Posto i = 9, e per conseguenza ^=5, non potrebbe essere B . C^|5| se 
fosse n = ll, ed 7i = 8 e questo ci impedisce di fare n = 12 , h = l e non resta 
che w = 12 , ^ = 8 , l = 11 , n = 10 , ma allora è impossibile completare il 
simbolo. 

Posto i = 12 , quindi f= 8, per la (1 2) (7 8) (11 12) è da escludere l - 9 
ed Z = 10 , perciò faremo Z = ll,c = 7 e, per la stessa sostituzione, m = 9 , n = 10, 
donde ^ = 6 , A = 5: ma tale simbolo si muta nel (4) per la (1 10) (2 12} (4 8) 
(5 9 6 11). 

Nella seconda ipotesi viene o' =r 3 , 6' = 4 , e' = 1 , ci' = 2 e necessariamente 
i = 9,flf = 5,m=12 ,/'=8,n4=10, quindi /=10,n = ll,c = 7,A=6; 
ma B . G= |3| 

16. Restano da discutere i casi A . B ^ jSj , A . C^ j5j che danno anche 
B . C ^ j5j senza ricadere in simboli equivalenti ai trovati. Per avere A . B == j5j 
basterà porre a = 2 , b = 1 , c.= 4 , d - 3 ed in A . C potranno essere coniugati 
1 e 2 , 3 e 4 , ovvero 1 e 3 , 2 e 4 , alle quali ipotesi corrispondono le posi- 
zioni 1.» a' = 2 , 6' = 1 , e' = 4 , rf' = 3; 2.*^ a' = 3 , 6' = 4 , e' = l , d' = 2. 

Nel primo caso la (3 4} (5 6) (9 10) prova V equivalenza di t = 9 ed t = 10. 
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Posto 1 = 9, quindi e = 5 , per avere B . C = 151 dovremo fare n =f= 12 , 
ii=^8, ciò dà n = 11 , A = 7 e poi Z = 10, w = 12 , /= 6 , ^ = 8 , caso nuovo. 

Posto 1=11, faremo Z = 12, altrimenti si ricadrebbe nel caso precedente 
per la (1 2) (7 8) (Il 12), ed 6 = 8, /= 7: il simbolo si può completare ponendo 
ffi = 9 , n = 10 , ^ = 6 , ;ì = 5 , che dà (33) per la (3 9) (4 10) (7 113 12) , ov- 
vero: w = 10 , n = 9 , ^ = 5 , Ti = 6 , che dà (5) per (3 5 9) (4 6 10) (11 12) ; non 
si è fatto w= IO, n = 9, ^ = 6, h= 5 perchè verrebbe B . C ^ j4l. 

Posto t = 12 per la (1 2) (7 8) (11 12) faremo Z = 11 e viene e 4= 5 e 6, 
^=f=5 e 6, anzi, perchè possa essere B . C^j5ì, e = 7, /'=8; potrà allora es- 
sere m = 9 , n = 10 , ^ = 6 , A = 5 , che per la (1 3) (2 4) (5 7) (6 8) (9 11) (10 12) 
dà uno dei casi precedenti , ovvero: «i=10, n = 8, 5^ = 5, A = 6, ohe si tra- 
sforma in (33) per (3 9 5) (4 10 6) (7 8). 

Nel secondo caso dobbiamo fare necessariamente t=10, ^ = 6, Z = 9,^ = 5, 
TO=12,^=.8, 71 = 11, 6 = 7, il quale, coir altro trovato in questo numero, dà 
gli ultimi simboli cercati: 

5,123.9 2.567.9 2. 9 10 11. 5 

6 . 1 2 4 . 10 1 . 5 6 8 . 10 1 . 9 10 12 . 6 

(36) 

7. 134. 11 4. 678. 12 4. 9 11 12. 8 

8 . 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . 11 3 . 10 11 12 . 7 

cogli allineamenti 1 6 10 , 2 5 9 , 3 7 11 , 4 8 12, e B . G = 15} ; 

5.123.9 2.567. 10 3. 9 10 11. 7 

6.124. 10 1.568.9 4. 9 10 12. 8 

(37) 

7.134. Il 4.578. 12 1.9 11 12. 5 

8 , 2 3 4 . 12 3 . 6 7 8 . 11 2 . 10 11 12 . 6 

cogli allineamenti 159, 26 10, 37 11, 48 12 eB.G = |5|. 



PARTE IL 



17. Nel fare V esame dei 37 simboli non seguiremo T ordine nel quale ven- 
nero trovati, distribuiremo invece quei simboli prima in gruppi a seconda dei 
numero degli allineamenti , ordinando poi ogni gruppo secondo la natura delle 
tre coppie di tetraedri che appaiono nella terna originante il simbolo, o secondo 
l'analogia della costruzione. Abbiamo 18 simboli con quattro allineamenti, 7 con 
tre, 5 con due, 1 con uno e 6 con nessuno. 

Il simbolo (3) presenta quattro allineamenti e tre coppie |1|. Le rette 
« = 159, 6 = 2 6 10, e — 3 7 11, d = 4 8 12 , se la Cf. esiste ed è propria, 



L 
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devono essere sghembe due a due ed incontrate contemporaneamente dalle sei 
rette 14, 23, 5 8, 67, 9 12, 10 11, perciò le dieci rette nominate devono ap- 
partenere ad una medesima quadrìca. Reciprocamente se a , b , e ^ d sono rette 
distinte d'un medesimo sistema sopra una quadrica e prendiamo nell'altro sistema 
le sei rette distinte m, n, o, p, g, r, basta porre: 

l=a.rw,2=/>.w,3 = c.w, 4 = d.m, 5 = a.o, 6 = 6.^, 

7 ^ e .p ,8=cf.o,S = a.5,10 = ò.r , 11 = c.r, 12 = <i. 3' 

per avere i punti di una Cf. (12^ , 12^) rappresentata dal simbolo in esame, Cf. 
che chiameremo la I del gruppo di cui ci occupiamo. 

Si osservi che le ulteriori intersezioni delle rette a ,b y e ^ d colle m ^ n , o , 
p 1 q , r danno un' altra Cf. dello stesso tipo. 

La Cf. I, duale di se stessa, è regolare rispetto ai punti e piani perchè il 
suo gruppo (transitivo di 12 . 24 sostituzioni) contiene la (1 2 8 7 9 10 4 3 5 6 
12 11); sono coppie di punti estranei equivalenti lel,8;8,9;9^4;4,5; 
5, 12; 12, 1; 2, 7-, 7, 10; 10, 3; 3, 6; 6, 11. 

Cogli elementi della Cf. si possono fare ancora le seguenti cinque terne 
(non altre) di tetraedri Tun neir altro inscritti, tutte presentano lo stesso tipo, es- 
sendo equivalenti alla data: 

1234 - 58 10 11 - 6 79 12 5 

14«7 - 2358 - 9 10 11 12; 

1467 - 239 12 - 58 10 11; 

14 10 11 - 2358 - 679 12; 
1 4 10 11 - 2 3 9 12 - 5 6 7 8; 

18. I tre tetraedri di una Cf. I li abbiamo ottenuti prendendo i loro vertici 
sopra quattro generatrici distinte di una serie rigata, cosi che, in ciascuno, due 
spigoli opposti risultassero direttrici della serie medesima , in un determinato 
modo. Ora è chiaro che in qualunque modo ciò avvenga si avrà sempre una 
terna di tetraedri Tun neir altro inscritti, ed esaminando la cosa si trova che, ol- 
tre al modo sopra indicato, in altri due e due soli modi essenzialmente diversi 
si può fare la scelta dei vertici, prefissate nella serie rigata le generatrici e le 
coppie di direttrici che devono essere coppie di spigoli opposti , cioè , posto 
sempre: 

l=a-m , 2 = &«n , 3 = c«n , 4=:(2«my 
si può fare : 

5 = a-o , 6=ò«p , l^C'p , 8 = d«o , 9 = a*j' , 10 = 6-r , 11 = C'} , 12 = d*r 
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ovvero : 

5 = a*o , 6 = 6'/? , 7 = c-o , 8 = d«2> , 9 = a'q , 10 = b'q , ll = c-r , 12 = ci«r, 

risultano così i simboli (17) e (37) che restano realizzati ; diremo II e III Cf. 
(12^ , 12^) del gruppo quelle che rispettivamente corrispondono ad essi. 

Nella Cf. Il sono di punti estranei le coppie equivalenti l,8;2,7;3,6ì 
4 , 5 e sono equivalenti anche i punti che le compongono, lo sono poi soltanto 
tra loro i punti 9 , 10 , 11 , 12. La terna di tetraedri 14 6 7-2 3 5 8-9 10 11 12, 
formata con elementi della Cf. II, è equivalente alla 12 3 4-5 6 7 8-9 10 11 12. 

La Cf. Ili è regolare, né può in altra maniera nascere da tre tetraedri re- 
ciprocamente inscritti. 

i9. Ritorniamo sulla costruzione delle Cf. I, II e III. Se fissiamo come cop- 
pia di spigoli opposti per un tetraedro inscritto nelle quattro retta a , b , e ^ d 
nn' altra coppia generica di direttrici della serie rigata, otterremo un tetraedro 
inscritto e circoscritto a ciascuno dei considerati, e potremo ottenere perciò infi- 
niti tetraedri due qualunque dei quali (se hanno elementi distinti) saranno reci- 
procamente inscritti del tipo |lj o j5i. Questi tetraedri possono essere distribuiti 
in tre serie, mettendo nella stessa .serie quelli i cui vertici si ottengono segando 
con due direttrici rispettivamente le coppie ah , ed \ ac y hd \ ad j he. Allora 
due tetraedri generici di una stessa serie sono di tipo |1| , due di serie diversa 
del tipo j5t , tre tetraedri generici di una stessa serie danno una Cf. I, tre di 
serie diversa una Cf. Ili, due di una serie e uno di un'altra danno una Cf. IL 

Scegliendo n tetraedri nelle tre serie si potranno avere Cf. (^n^^^ , ^n^^^ 
di svariati tipi. 

20. Il simbolo (1) non è alterato ad es. dalle sostituzioni : 

(13 2 4)(5 8 6 7)(9 12 10 11) , (13 2 4)(5 12 6 11)(7 9 8 10) , 

e possiede le coppie di indici estranei 1 , 8 ; 1 , 12 ; 2 , 7 ; 2 , 11 ; 3 , 6 ; 
3 y 10 ; 4 , 5 ; 4 , 9, e ciò prova che vi sono due gruppi di indici equivalenti, 
1 2 3 4 e 5 6 7 8 9 10 11 12. Se la corrispondente Cf. esiste ed è propria, dette 
a , 6 , e , d le quattro rette 159, 26 10, 38 12, 4711, esse saranno due 
a due sghembe (altrimenti un piano della Cf. verrebbe a co)itenere più di cinque 
punti della stessa) e non apparterranno ad una medesima serie rigata (altrimenti 
la 23 che incontra a y h , e incontrerebbe d e verrebbero in un piano 1,2, 
3 , 4 , 7 , 11), saranno perciò segate da due rette p^ , p^ nei punti AiB^CjDi , 
AjBjCsDj , nessuno dei quali coinciderà con 1 , 2 , . . . , 12. 

Se ad un punto della a facciamo corrispondere quel punto della a che si 
ottiene eseguendo a partire dal punto stesso ordinatamente le operazioni (tutte 
possibili) : 

proiezione da h , sezione con e , proiezione da d , sezione con h , 
proiezione da a , sezione con d , proiezione da e , sezione con a , 

VCL. XLII. 6 
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dobbiamo ottenere una proiettività coi punti uniti 5 , 9 , Aj , A^ , quindi iden- 
tica. Ciò suggerisce la costruzione della Cf. IV (12^ , 12^) rappresentata dal sim 
bolo (1). 

Si prendono due tetraedri di M o b i u s : 

12 3.5 567.1 
124.6 568.2 

13 4.7 578.3 



234.8 678.4 



e le quattro rette 



a=l 5 ; &52 6 , c = 3 8 , d = à 1 



che sono sghembe due a due e non appartengono ad una serie rigata ; le otto 
operazioni sopra indicate definiscono sulla a una proiettività identica e se 9 è 
un punto generico della a, dopo le prime due operazioni da esso dedurremo un 
punto 12 su e, dopo Taltre due un punto 10 su b, dopo altre due un punto 11 
su (f, ed i punti 1 , 2 , . . . , 12 così assegnati saranno quelli di una Cf. IV 
(12^ , 12^). Si vede che cogli elementi di tale Cf. non è possibile formare altre 
terne di tetraedri reciprocamente inscritti. 

21. Appare dalla costruzione della Cf. IV che di^tetraedri analoghi a 9 10 
11 12 , data la coppia A . B ^ jl| , ve ne sono infiniti e possono riguardarsi come 
i corrispondenti di B nelle infinite omografie assiali di assi p^ e pj. Due qua- 
lunque di questi tetraedri formano una coppia !5| , perciò tre generici di essi 
formano una terna del nostro tipO; il cui simbolo è equivalente al (36), il quale 
resta in tal modo realizzato, dando una Cf. (12^ , 12^) che chiameremo la V del 
nostro gruppo. 

Se non teniamo conto delle precedenti denominazioni dei vertici di A, man- 
teniamo quelle di B e C e diciamo 2 1 3j4 un qualunque tetraedro della serie, 
corrispondente adunque di 5 6 7 8 in una delle accennate omografìe assiali, 
otteniamo precisamente il simbolo (36). 

Nelle infinite omografie assiali di assi py^ , p^ il tetraedro A ha infiniti cor- 
rispondenti, uno qualunque dei quali è inscritto e circoscritto nel modo |5t a 
tutti gli altri, e nel modo jlj a tutti quelli della serie prima considerata. Vo- 
gliamo indicare con (oc) e (^) le due serie di tetraedri che nascono da A e da B 
nel modo indicato (esse sono diverse). 

Tre tetraedri diversi di una stessa serie danno la Cf. V, tre, senza elementi 
comuni, non presi nella stessa serie danno sempre una Cf. IV. 

Un tetraedro che abbia per vertici due dei punti A^B^CjDi e quei due in- 
dicati da lettere diverse tra AgBgC^D^ , sarà sempre inscritto e circoscritto a eia- 
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senno dei tetraedri delle serie (a) e (;). Si potranno avere adunque altri tipi di 
terne. Per vedere quali, basta prendere in esame i due letradri AjBjCgDg , A1B2C1D2 
(perchè possiamo scambiare 2h ^ Pi ®^ operare la sostituzione (13 2 4)(5 8 6 7) 
(9 12 10 11) senza nalla mutare nel simbolo) ; il primo si trova nella relazione 
}3t con tutti i tetraedri di (a) e di (P) , il secondo nella relazione \A\ pure con 
tntti. 

11 primo con due tetraedri non della medesima serie (a) e (g) dà il gruppo 
rappresentato da un simbolo equivalente al (13); con due tetraedri generici della 
stessa serie la terna rappresentata dal simbolo ^29) ; il secondo nelle stesse con- 
dizioni dà rispettivamente le terne rappresentate dai simboli (16) e (32). 

Le corrispondenti Cf., delle quali resta così data una semplicissima costru- 
zione, si diranno ordinatamente le Cf. VI, VII, Vili e IX del gruppo che stiamo 
studiando. 

Le due serie (a) e (f) ed i sei tetraedri ora considerati sono sorgente di in- 
finite Cf. di punti e piani del tipo (4n,j^2 , ^n^^g) che si possono dire inscritte 
e circoscritte a quattro rette. 

22. Se esiste ed è propria una Cf. nascente dal simbolo (6), le quattro rette 
a^l59,6^26 10,c^38 12,d^47 1 1 devono essere sghembe e non 
appartenere ad una serie rigata, e la proiettività che sulla a viene definita dalle 
operazioni : proiezione da e, sezione con b, proiezione da a, sezione con d, proie- 
zione da bf sezione con e, proiezione da d , sezione con a deve essere identica 
perchè riescono uniti i punti 9 ed Aj , A, di appoggio con a delle rette p^ , p^ 
segnanti le quattro rette a, 6, e, d. Le dette operazioni eseguite partendo da 5 de- 
vono condurre a 5 e ciò esige che, posto 57 . e ^ P, il punto in cui d è segata 
dal piano a . 8 ^ 1 5 8; sia quello stesso in cui è segata dal piano b . P. Reci- 
procamente, se A e B sono due tetraedri di M 5 b i u s^ ed è soddisfatta la rela- 
zione ora detta, si hanno, come nel caso precedente, infiniti tetraedri C che con 
A e B formano la terna voluta. 

La possibilità di avere due tetraedri di M (5 b i u s di quella specie si rico- 
nosce stibito. Sopra una quadrica si prendano genericamente tre rette wi, n, 
di un sistema e quattro r, s, t, u deiraltro, e si ponga: 

m ,r =■! , n.r = 3 , ??i.« = 6 , 7i.« = 8 , t,o^2 , u ,0 = b , 7i.u = P; 

la retta intersezione dei piani l 5 8 , 2 6 P seghi la quadrica in due punti e 
per uno di essi si conduca la retta p del sistema delle m^ n^ o e siano 4 e 7 le 
sue intersezioni colle t ed u. l tetraedri 1234,5678 hanno la voluta re- 
lazione. 

La Cf. rappresentata dal simbolo (6) sì dirà la X, co' suoi elementi non si 
possono comporre altre terne di tetraedri reciprocamente inscritti, il gruppo re- 
lativo contiene, oltre all'identità, la sola sostituzione (6 7)(2 8)(3 6)(4 5)(9 11)(10 12). 

23. Consideriamo anche qui le infinite omografie assiali di assi Pi ^ p^] pe^* 
esse i tetraedri A, B, C della nostra figura danno tre serie (a) , (P) , (y) , di- 
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verse, di infiniti tetraedri due qunlanqne dei quali, se ad elementi diversi; sono 
reciprocamente inscritti nel modo |5{ se della stessa serie, neir |lt se apparten- 
gono uno ad (a) Taltro a (^) , nel modo |2| in ogni altro caso. 

Tre tetraedri distinti della medesima serie danno una Cf. V ; due tetraedri 
di (a) ed uno di (f ) o viceversa danno una Cf. IV; negli altri casi due tetraedri 
di una serie ed uno di un'altra danno una Cf. non ancora incontrata, che diremo 
r XI; ed è rappresentata dal simbolo (19), la quale sì può costruire direttamente 
in modo analogo a quello indicato ai numeri 20 e 22; partendo da una coppia {2{ 
generica. 

Consideriamo ancora qui il gruppo di sei tetraedri inscrìtti nelle quattro 
rette ahcd ed aventi p^ e p^ per spigoli opposti. Allo scopo di vedere come essi 
si comportino rispetto ai tetraedri delle tre serie, basta considerare i tre 
AjB^CgDg ; AjBgCjDg ; A^EgCjDi , rispettivamente equivalenti ai tetraedri AgBgCjDj, 
AjE^CjDi , AgE^C^Dg , e si trova che il primo è inscritto e circoscritto nel modo 
}3( ad ogni tetraedro delle serie (a) e (g) , nel modo |4| ad ogni tetraedro di (7)-, 
il secondo lo è nel modo |4| ad ogni tetraedro delle tre serie ; V ultimo nel 
modo |4i a quelli di (a) e (P) e i3i a quelli di (7). 

Associando ad uno di questi sei tetraedri due generici scelti nelle serie (a); 
(?) } (y) si ottengono varie Cf. del nostro tipo, precisamente; detti A^ , A, due te- 
traedri di (a) , Bj , Bg due di (?) , Cj ; C, due di (7) ; e chiamando t ^ t' , t" or- 
dinatamente i tre tetraedri sopra accennati od i loro equivalenti; viene : 

la Cf. VI con < . A, . B^ ; 

la Cf. Vili con e' . Aj . Bj e «" . A^ . B^ ; 

la Cf. nuova XII; rappresentata dal simbolo (24), per t .A^.C^ ,t'' .A^.C^ , 
< . Bi . Cj e <" . Bj . Ci ; 

la Cf. nuova XIII, rappresentata dal simbolo (28), per t' . A^ . Cj et' .B^. C^; 

la Cf. VII per t.A^.A^ , t.B^.B^ e V' . C, . C, ; 

la Cf . IX per e' . Aj . A^ , t" . A^ . Ag ; e' . B^ . E, , «" . Bj . E, , e . Cj . 0, e 

24. Prendiamo in esame il simbolo (10). Le quattro rette 1 6 10 , 2 5 9 , 
3 8 12 ; 4 7 11 dovrebbero essere due a due sghembe ed incontrate dalle rette 
13,24;57,68 perciò dovrebbero appartenere ad una serie rigata; ma al- 
lora le 9 10 e 9 12 che incontrano tre di quelle rette e passano per 9 dovreb- 
bero coincidere, anzi si vede che i quattro punti 9 10 11 12 dovrebbero essere 
allineati. Adunque non si può realizzare in modo proprio il simbolo (10). In modo 
analogo si prova la stessa cosa pei simboli (15) ; (31) e (34). 

25. Rimane il solo simbolo (22) con quattro allineamenti, il quale dà la Cf. 
propria XIV; costruibile come la IV. 

Si prende una coppia di tetraedri |2[ : 

123.5 567.1 

124.6 568.3 

134.7 578.4 

234.8 678.2 
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e si pone a^l .5 , &^2.6 , c^^ ,?>, d^4.7. Queste quattro rette sono 
dae a due sghembe e non appartengono ad una serie rigata, perciò sono segate 
da due rette p^ , p, nei punti AjBiC,D, e AjBgCgDg. Le operazioni: proiezione 
da e, sezione con b, proiezione da d^ sezione con e, proiezione da a, sezione con 
dj proiezione da b, sezione con a , eseguite partendo dai punti di a individuano 
Bulla a una proiettività identica, giacché per una proprietà della Cf. II (84,84) (^ 
si ha, che il piano 3 7 8 ed il piano che da 6^2.6 proietta l'intersezione dì 5 . 8 
colla 4.7, segano la a^l .5 nello stesso punto, e per questo partendo da tale 
punto si giunge ad esso colle sopra indicate operazioni, come si giunge da A^ 
ad Aj da A, ad Ag. Allora, se 9 è un punto generico della a, eseguendo le sud- 
dette operazioni partendo da 9 otteniamo ordinatamente sulle ò , e , d i punti 
10, 12, 11, che completano la Cf. XIV. In essa sono gruppi di punti equivalenti 
1 5 9 ; 2 6 10 ; 3 8 12 ; 4 7 11 ed il gruppo relativo è costituito dalla (1 5 9) 
(2 6 10)(3 8 12)(4 7 11) e sue potenze. 

Co' suoi elementi non è possibile fare altre terne di tetraedri Tun nell'altro 
inscritti. 

26. Possiamo fare anche in questo caso deduzioni analoghe a quelle dei 
nn. 21 e 23. I tre tetraedri A , B , G della Cf. sono trasformati dalle omografìe 
assiali di assi p^ e p^ nei tetraedri di tre serie (a), (P), (y) (diverse ma equiva- 
lenti). Due tetraedri della stessa serie sono inscritti nel modo |5l, nel modo |2| se 
di serie diversa (senza elementi comuni). 

Tre tetraedri generici della stessa serie danno la Cf. V, tre tetraedri di serie 
diversa danno l' attuale Cf. XIV^ due tetraedri di una, ed uno di un' altra danno 
la Cf. XI. 

Si ha poi, mantenendo le convenzioni del n.o 23 : 

la Cf. VII per «' . A, . Aj , e . B, . B^ , t" 
la Cf. IX per e . Aj . A2 , t . C| . C, , t' 



Ci 


. C,; 


Bx 


. B, , 


Bi 


. B,; 



(') Imaginìamo la Cf. II (84 , 84) sopra indicata ed i suoi piani associati 1 5 
6 7, 2 3 4 8. Posto 1 5.2 3 = A, , 1 6.2 4= A, , 1 7.3 4= Ag , 2 8 . 6 7 = B^, 
38.5 6 = B2 , 4 8.5 7 = 63, saranno A^A^Aj , B^BjBj , gruppi di una stessa 
proiettività ciclica di 3° ordine, e quindi le coppie A^Bj , A^Bj , A3B3 apparterranno 
ad una stessa involuzione. Per questo, posto : 

M=l 5. 7 Bi,N = l 5. 67, = 16. 7 Bj, 

la NO passerà per B3 (basta considerare il quadrangolo l 7 N^, i triangoli 5 7 M, 
B,Af 6 saranno omologici, e le tre rette 5 B^ , 7 Ag , 6 M concorreranno in un punto 
P. Si è affermato che il punto 3 7 8.15, cioè M, sta sul piano che dalla 2 6 pro- 
ietta il punto 4 7.58, ed infatti per 2 P passano i piani 2 4 7 , 2 5 8 ; su 2 P sta 
il punto 4 7.58 e quindi H, situato su 6 P, è nel piano 2 6(4 7 . 5 8;. 
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la Cf. XII per < . A, . B, , < . B, . Cj , «' . A, . B, , 

la Cf. XIII per i . A, . Cj , e' . B^ . C^ , <" . A^ . Bi. 

27. Nel simbolo (2) vi sono tre allineamenti 1 5 9 , 2 8 12^ 4 7 II. Se la 
corrispondente Cf. esiste , detto N il sistema nullo relativo alla coppia A . C di 
M 6 b i u s ed N' quello relativo alla coppia A . C, nella omografia ft ^ N . N' ai 
punti 5 6 7 8 corrispondono ordinatamente 9 10 11 12; ma, se B.C^i2j nel 
modo indicato dal simbolo, vi è un' unica involuzione assiale che ha tale pro- 
prietà (^) ed abbiamo cosi suggerita la voluta costruzione. 

Presa genericamente la coppia B.C^l2( e detti p^ e j>, gli assi deirinvo- 
luzione assiale ù , che nel modo noto la trasforma in se stessa, si considerino 
due sistemi nulli permutabili N, N' aventi Q per prodotto , in essi i tetraedri 
5 6 7 8, 9 10 11 12 avranno rispettivamente lo stesso corrispondente. Se in op- 
portuno ordine né indichiamo con 1, 2, 3, 4 i vertici, i punti 1, 2, . . . , 12 sono 
quelli di una Cf. rappresentata dal simbolo (2) e che chiameremo la Cf. XV. 



(') Sia 

123.5 567.1 

12 4.6 568.3 

13 4.7 578.4 
234.8 678.2 

una coppia |2| generica. I vertici associati 1, 8 sono nella Cf. (84, 84) estranei^ ed 
ogni altro vertice dell' un tetraedro è doppiamente congiunto ad un unico vertice 
dell'altro diverso da 1 od 8, precisamente 2 a 6, 3 a 5, 4 a 7. 

Si considerino le quattro rette a = 2.6, 6==3.5,c=4.7 e d intersezione dei 
piani associati 1 5 6 7, 2 3 4 8, le quali, perchè si suppone la Cf. propria , sono 
sghembe due a due e non appartengono alla medesima serie rigata^ perciò sono se- 
gate da due rette sghembe p^ , pj. Un piano u per d seghi a, 6, e nei punti A , 
B, C, allora al variare di i; i piani aC, òA, cB variano proiettivameute e si segano, 
in generale, in un punto variabile, proiettivamente ad essi, di una retta appoggiata 
& p^ e j>j{. Questa retta contiene 1 ed 8, che nascono per 7:^2348ei:^l 56 7. 
La punteggiata (1 . 8) non solo corrisponde proiettivamente al fascio descritto da t: 
ma è in involuzione con esso, sicché 1 ed 8 sono separati armonicamente da p^ e 
p^ , ed allora altrettanto avviene delle coppie 2, 6 ; 3, 5 ; 4, 7. Dunque V involu- 
zione assiale di assi jp| e p^ trasforma la Cf. in se stessa. 

Si osservi inoltre che sulla retta unita d si corrispondono 

Ai = 15.23eB8 = 56.38,Ag=16.24eB, = 67.2 8,A3=17.34 e 

B, = 5 7 .4 8. 
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Se indichiamo con 13, 14, 15, 16 i vertici del tetraedro che in N corrispon- 
de a 9 10 11 12 (e quindi in N' a 5 6 7 8), esso sarà nella relazione |2j con 

1 2 3 4 e nella |1| con 5 6 7 8 e 9 10 11 12 , e si presenta cosi un gruppo di 
quattro tetraedri l'un nell'altro inscritti , che dà una Cf. (16^ , 16^) con tre alli- 
neamenti 1 5 9 13, 2 8 12 14^ 4 7 11 16. 

28. Per costruire la Cf. XVI che corrisponde al simbolo (8) basta partire da 
una coppia generica |2I: 

12 3.9 1 . 9 IO 11 

1 2 4 . 10 3 . 9 10 12 

1 3 4 . 11 4 . 9 11 12 

2 3 4 . 12 2 . 10 11 12 

e considerare un sistema nullo N, che abbia per raggi doppi le rette 1 9, 2 12, 
4 11, 3 10 e quella che da 10 proietta il punto 2 4. 3 12 (le quali rette appar- 
tengono ad una congruenza lineare, perchè segate dalle due rette sghembe 9 12, 
10 11). Detti 5, 6, 7, 8 i punti corrispondenti in N ai piani 1 2 3, 1 2 4, 1 3 4, 

2 3 4, sarà 5 sulla 1 9, 7 sulla 4 11, 8 sulla 12 2, e 6 sulla (2 4. 3 12) 10, per- 
ciò 1 punti 1, 2, ..., 12 sono quelli di una Cf. rappresentata da (8), che può sem- 
pre costruirsi cosi. 

29. È pure semplice la costruzione della Cf. XVII, rappresentata dal sim- 
bolo (11). Si prende genericamente B.C^|4|^ cioè: 

5 6 7 . 10 9 10 11 . 7 

5 6 8 . 11 9 10 12 . 5 

6 7 8.9 9 11 12 . 8 
6 7 8 . 12 10 11 12 . 6 

e si dice N il sistema nullo avente per raggi doppi 5 9 , 6 10, 7 11 , 8 12 
(sghembi due a due e non su una quadrica) e per coppia di elementi corrispon- 
denti 11 ed il piano 7 9 10 11. Ai piani 56 7, 56 8, 57 6, 678 corrispon- 
deranno in N ordinatamente i punti 1,2,3,4; saranno in linea retta 1 6 10, 

3 5 9, 4 8 12, ed inoltre, essendo 7 sul piano polare di 11 , sarà 11 sul piano 
13 4, polare di 7 , e perchè 11 è nel piano 5 6 8, polare di 2, sarà 2 nel 
piano 7 9 10 11, perciò i punti 1, 2, ..., 12, sopra nominati soddisfano alle con- 
dizioni volute dal simbolo (11). 

30. 11 sìmbolo (18) possiede i tre allineamenti 1 5 9, 2 8 12, 4 6 10 i quali 
corrisponderebbero a tre rette a^ b, e della relativa Cf. se esistesse. La inter- 
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sezione dei piani 356811, 379 10 12 sarebbe una quarta retta d sghemba 
con quelle e non sopra la quadrica che contiene a, b, e. 

La retta 2 8 ed un' altra p segano le quattro rette a, b , e , d e ìa p non 
passa né per 7 né per 11. Un piaao per d seghi a, b^ e nei punti A, B, C, 
allora al variare di questo piano i tre piani aB, òO, cA variano proiettivamente 
e si segano in un punto di una certa retta appoggiata a p^ alla 2 3 e passante 
per 7 ed 11, punti che nascono pei piani 3 5 6 8 11 , 3 7 à 10 12 ; sicché 
dovrà la 7 11 incontrare la 2 3 e non é possibile allora che la Cf. sia propria. 



31. Con ragionamento molto simile al precedente si prova la irrealizzabilità 
dei simboli (25) e (26). 

Pel (25) poniamo a=2 6 10, 6=3 5 9, c=4 7 11, d=(i 5 6 7 12)(2 3 4 8 12), le 
quali rette dovrebbero essere sghembe due a due e non sopra una quadrica, quindi 
incontrate da due rette sghembe p^ e pj ; un piano variabile per d segherebbe 
a, ò, e in A, B, C, sicché i piani aC, 6A, cB si segherebbero, in generale, in un 
punto variabile sopra la retta 1 8 appoggiata & p^ e p2 (fuori dei punti 1 ed 8). 
La retta 10 12 (diversa da p^^ e P2) segherebbe 6 in B' e la 1 8 in P, il qual 
punto dovrebbe nascere colTanzidetta costruzione dal piano d 10, sicché cB' do- 
vrebbe passare per P, e verrebbero in un piano 4 7 11 10 12, cosa impossibile 
in una Cf. propria. 

Pel (26) si può ripetere colle stesse parole e simboli il ragionamento che 
precede, colla sola diflFerenza, in ultimo, che la retta 10 12 segherebbe in C la 
retta e ed il piano bC dovrebbe contenere 10. 

32. Neppure il rimanente simbolo tra qaelli con tre allineamenti, il (20), può 
dar luogo ad una Cf. (12^ , 125) propria. 

Dairesame del simbolo risulta che Tinvoluzione assiale Q relativa ad A.B=|2t 
(cf. n. 27, nota) e quella Q^ relativa ad A . C=|2! dovrebbero darje per prodotto 
l'involuzione assiale Ù2 relativa alla coppia B.C=12j, sicché queste tre involu- 
zioni dovrebbero essere due a due permutabili e ciascuna il prodotto delle altre 
due. La serie rigata contenente le rette 2 6 10, 3 5 9, 4 7 11 sarebbe di rette 
unite in tutte e tre, sicché la quadrica contenente quella serie conterrebbe anche 
le tre coppie (due a due armoniche) di assi di quelle involuzioni, per la qual 
cosa i tre punti 1, 8, 12 dovrebbero essere due a due coniugati rispetto alla 
quadrica stessa. Ciò non può essere nelle condizioni supposte. Infatti 12 é sulla 
d^l 5 6 7)(2 3 4 8), unita in Q, la cui retta polare rispetto alla quadrica sarà 
diversa da d e pure unita in Q, ; tale retta segherà i piani corrispondenti 15 6 7, 
2 3 4 8 nei punti corrispondenti P^ e Pg, diversi da 1 ed 8 (come é facile di- 
mostrare considerando le coniche sezioni della quadrica con detti pianì% e le 
rette 1 Pj , 8 P,, corrispondenti in 0, dovranno stare nel piano polare di 12 e 
segarsi, sulla d, in un punto unito, che deve essere anche il punto corrispondente 
a 12 in Q ; ma 12 allora é su un asse della ùj cioè sulla nominata quadrica 
sulla quale starebbe la retta 9 12 (segante la 4 7 11) e verrebbero in un piano 
2 6 10 9 12, cosa impossibile. 
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33. Dal simbolo (4) risulta che vi sono i due allineamenti 1 5 9 , 4 8 12 ; 
che sono estranei 1 ed 8, 1 e 12, 4 e 5, 4 e 9; 5 e 12, 8 e 9 ; semplicemente 
congiunti due a due quelli delle terne 3 6 10, 2 7 11. Il gruppo relativo com- 
prende 24 sostituzioni ed è quello minimo che contiene le due (1 8 9 4 5 12) 
(2 6 11 3 7 10) , (1 8 9 4 5 12)(3 6 10)(2 7 11), perciò riescono equivalenti ri- 
spettivamente gli indici dei gruppi 1458912e23671011. 

Se la Cf. relativa a questo simbolo esiste^ devono essere equivalenti i tre te- 
traedri A, B e C non solo ma anche le loro coppie. 

Le rette 2 3, 6 7, 10 11 incontrano le 1 5 9, 4 8 12. 

Per una nota proprietà della I Cf. (84 , 84) (1. e. n. 6) le rette 1 4, 2 3, 6 7, 5 8 
appartengono alla medesima serie rigata ed alla associata appartengono le 1 5, 
2 6, 3 7, 4 8. Posto E = 14 . 26 , E' = 14 . 37 , P = 58 . 26 , F' = 58 . 37 ( talché 
l 4 EE' A 5 8 FP') dovremo avere 10 sulla E'F, 11 sulla EF', e le E'FIO, EP'll, 
1 5 9, 4 8 12, segate da 14, 5 8, 10 11, appartenenti ad una serie rigata e per- 
ciò 1 4 EE' A 5 8 F'P; dunque 1 4 E E' è armonico. 

Riconosciuta questa condizione necessaria si costruisce subito la Cf. XVIII 
data dal simbolo (4). 

In una involuzione assiale di assi a, h ai punti generici E, P corrispondano 
E', F e la EE' seghi a e 6 in 1 e 4, la PP' seghi le stesse rette in 5 ed 8 ; un 
piano generico seghi a, 6, EP, E'P', E'F nei punti 9, 12, 2, 7, 10 e si chiamino 
3, 6, 11 i corrispondenti nell'involuzione di 2, 7, 11 : i punti 1, 2, . . . , 12 sono 
qaelli della voluta Cf. 

34. Le sostituzioni del gruppo relativo alla Cf. XVIII non trasformano in 
altre la terna di tetraedri 1 2 3 4, 5 6 7 8, 9 10 11 12 reciprocamente inscritti; 
si può però imaginare la Cf. come nascente da altre terne (non equivalenti a 
quella) in altri 5 modi. 

Basta osservare che se ciò è possibile 1, 5, 9 devono essere vertici di te- 
traedri diversi, perchè in linea retta, così 4, 8, 12; pure in tetraedri diversi de- 
vono stare i punti 2, 7, 11 ed i punti 3, 6, 10, perchè duca due semplicemente 
congiunti; e finalmente che due punti estranei non possono essere vertici dello 
stesso tetraedro, per trovare facilmente le terne seguenti, che dividiamo in due 
gruppi rispetto alla loro equivalenza : 

1234, 58 10 11, 679 12; 

5678, 239 12, 14 10 11; 

9 10 11 12 , 1 4 6 7 , 2 3 5 8 , 

dove il primo e secondo, il primo e terzo danno coppie j4j, il secondo e terzo 
coppia Ut , 

14 6 7 , 239 12 , 58 10 11; 
14 10 11, 2358, 67 9 12, 
dove le coppie sono tutte i4i. 

VCL. XLII. 7 
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La nostra Cf. contiene sei terne e prende origine da tre tipi diversi di teme 
di tetraedri reciprocamente inscritti. 

35. Lo schema (7) non è corrispondente ad una Cf. propria. Infatti nel si- 
stema nullo che nasce dai tetraedri A.B = jli, 11 dovrebbe avere per corri- 
spondente il piano 2 7 11, che per ipotesi contiene 10 e 12, sicché a 10 dovrebbe 
corrispondere il piano contenente 3, 6, 10, 11, ma nel piano 3 6 10 vi è 9 e 12, 
sicché C dovrebbe essere degenere. 

36. Esiste invece la Cf. relativa al simbolo (12) e la diremo la Cf. XIX. 
Essa possiede i due allineamenti 1 6 10, 3 8 12, le due coppie 1, 8 ; 3, 6 di 
punti estranei ed i gruppi 1, 3, 6, 8; 2, 4, 5, 7 ; 9, 11 ; 10 IJ ciascuno di punti 

■ 

equivalenti, come provano le sostituzioni : 

(1 3)(2 4)(5 7)(6 8)(9 11)(10 12) , (l 8)(2 5)(3 6)(4 7)(9 11)(10 12) 

le quali col loro prodotto e coiridentica ne compongono il gruppo. 

I tre tetraedri 1 3 5 7, 2 4 6 8, 9 10 11 12 sono pure uno inscritto nell'al- 
tro, il primo e secondo nel modo |1|, il terzo negli altri due nel modo j5t. 

Con elementi della Cf. non si possono formare altre terne di tetraedri nella 
solita relazione. 

Le polarità nulle relative alle coppie 123 4, 5678;1357, 2468 
di M 5 b i u 8 sono permutabili ed il loro prodotto è unMnvoluzione assiale colle 
coppie 1, 6; 2, 5; 3, 8; 4, 7 ; 9, 11 ; 10, 10'; 12, 12', chiamando 10' il punto 
in cui la 1 6 è segata dalla 11 12 e 12' quello in cui la 3 8 è segata dalla 9 10. 
I tetraedri 1 3 5 7, 9 10 11 12 presentano il caso l5j , sicché 1 6 10, 3 8 12, 
5 9, 7 11 sono rette che appartengono ad una serie rigata colle direttrici 1 3, 
5 7, 9 10 12', 11 12 10', e alla figura così formata corrisponde nella detta in- 
voluzione assiale l'analoga relativa alla coppia 2 4 6 8, 9 10 11 12 di tetrae- 
dri |5|. È da queste osservazioni che si trae la costruzione della Cf. XIX. In 
un' involuzione assiale Ù si prendono due rette unite a, ò, e su ciascuna due 
coppie generiche di punti corrispondenti che diremo 1, 6 ; 10, 10' e 3, 8 ; 12, 12', 
per la qual cosa le rette m = 1.3, m' = 6.8 risulteranno corrispondenti in Q , 
come pure le n^l0.12', w'^10'.12. Queste quattro rette, per la scelta gene- 
rica dei punti 1 , 6 etc. , non apparterranno alla medesima serie rigata, sicché la 
serie rigata £ (unita in fì) delle rette che uniscono i punti corrispondenti delle 
m , m' sarà distinta da quella 2), che ha per direttrici ?i , n' ed m, alla quale 
corrisponde in Ù quella I, che ha per direttrici n , n' , m' ; £ e 1^. hanno in 
comune la generatrice m e le direttrici a o b quindi hanno in comune un'altra 
direttrice r non unita cui corrisponderà in Q la r' comune a £ e Z^. 

Si prenda genericamente 2 sopra / e sia 5 il suo corrispondente in Q (su r); 
la 2 5 appartiene a 2). Per 5 passa una direttrice di £, che incontra in 9 la n, 
e ad essa comsponderà in ù la direttrice di Z, per 2, segante n' in 11 corri- 
spondente di 9; la direttrice di Z^ per 9 seghi la r' in 4 e quella di 1^ per 11 
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la r in 7 ; 4 e 7 risulteranno corrispondenti in Q e la 4 7 apparterrà a S. Si 
vede così che i punti 1 , 2 , . . . , 12 sono quelli della voluta Cf. 

37. Rispetto al simbolo (27) i tetraedri 1 2 3 4 , 9 10 11 12 presentano il 
caso |4|, e se pensiamo di costruirli partendo dalle due involuzioni armoniche 
AB , AjBjI , [ABj , AjBI colla coppia comune E , F (^) si trova che nel caso ge- 
nerale non può costruirsi la Cf. corrispondente al simbolo, che sarebbe da detta 
coppia di tetraedri determinato, invece la Cf. esiste sempre e solo quando il 
gruppo AFAjB, sia armonico. 

Tutto ciò si vede rapidamente ricorrendo alle coordinate. 

Posto 1 =(1 0) , 2= (0 1 0) , 11 = (0 1 0) , 12 = (0 1) , 
A = (l l 1 1), si avrà B = (0 1 1) , F = (l 1 0) , Ai = (1 - 1 1 - 1), e po- 
sloB=(l X 1 >.) dovrà essere B^ ^(1 - X 1 - X) e si trova 3^(1 1 1 -X), 

4 = (l -1 1 X) , 9 = (1 -1 y- -1) , 10= (1 1 Y 1). I punti 5 , 6 , 7 , 8 si 

devono trovare rispettivamente sulle rette 1.9 , 4(1B, . llAj) , (2 12.3 4)(1 11 . 9 10), 

y 

3 . 12 quindi le loro coordinate sono della forma: S^jx X —1 X), 6^1 ~1 -^ v) 

1 = {1 g l — Xp) ,8^(1 1 1 o) e basterà vedere se con opportuni valori di 
^ ) (^ ) ^ 7 P > ^ SÌA possibile soddisfare le altre condizioni imposte dal simbolo 
(cioè che siano in altrettanti piani i gruppi 15679, 3568 12, 4578 
10, 267 8 11) senza che ne risulti una Cf. impropria. 

La condizione che 2 6 7 8 11 siano in un piano dà subito v = - p = o. La 
condizione che 15 9 6 7 siano in un piano dà, tenendo conto delle precedenti: 

1) X(l - 2p) - p«(X + 2) = 0. 
La 3 8 12 5 6 in un piano dà: 

2) X(X4-|ii + 2) + ^(X-|iL) = 0. 

La 4 5 7 8 10; che possiamo scindere nelle due 4 5 7 10 in un piano come 
pure 4 5 8 10, dà (perchè X + 1 = è da escludere) : 

3) (l^-X)(p + l) + 2(À + p) = 0; 

4) (pL-.X)(X-hp)(X + l) + 4X(p + l) = 0. 

Balle 2) e 3) eliminando pi abbiamo p* = X« - X(X 4 l)(p + 1), ma per la 1) 

).(1 — 2p) 1— 2p 

P = •: — r-^, perciò dobbiamo avere y-i>=^-(^+1)(P+1); donde (pX+l)(XH-3)=0. 



0) Si suppone A = 3 12 . 10 11, B = l 10 . 2 4, A,=9 11 . 4 12 , 3^=1 9.23, 
Esl 11 . 3 4, F = 2 12 . 9 10: vedi, Cf. (8^ , 8^) L e. n.o 12. 
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Con p = -r— non è possibile soddisfare le relazioni scritte, dovrà dunque 

essere X + 3 = 0, ciò che dà AFA,B armonico, e si trova la soluzione : p radico 

3— 5o 

di p'* 4- 6p - 3 = , ;ji = -■ , "^ = a = — p, la quale porta, come si può verificare, 

p-fl 

ad una Cf. propria rappresentata dal simbolo (27) e che si dirà la XX. 

38. L' ultimo dei simboli che posseggono due allineamenti, il (35), dà la 
Cf. XXI molto simile alla precedente, anche per la costruzione; si prende A.B=j4( 
non genericamente ma cosi che sia armonico il gruppo AFA|B| , quando si ponga 
A = 38.67,B = 16.24, Ai = 4 8.57,Bi=l5.23,E = 17.3 4, 
F^28.56, e si considerano le quattro rette a^ 1 5 , &^6(2 4 . 3 8) , 
c^(3 4 . 2 8X1 7 • 5 6) , d^4 8 ; si prendono come punti 11 e 12 i punti 
di appoggio colle e e d di una delle seganti le quattro rette 2 7,3 6 , e , <2 
come 9, quello in cui a è segata dal piano 3 6 11 12; come punto 10, l'interse- 
zione della b sul piano 2 7 11 12. 

Per le stesse considerazioni del numero precedente possiamo porre infatti : 

1 = (l 0) , 2 = (0 1 0) , 7 = (0 1 0) , 8 = (0 1) , 3 = (l 1 1 -X) , 

■ 

4 = (1 -1 1 X) , 5 = (1 -1 i- -1),6 = (1 1 y 1) , 9 = (^ -1 X -1) 7 

10 = (1 1 Y v) , 11 = (X p 1 -Xp) , 12 = (l -1 1 o). 

Scrivendo che devono stare in un piano i punti 2 7 10 11 12 troviamo o~v, 
X(p + v) = 0, quindi (essendo da escludere X = se si vuole una Cf. propria) 
V = e = — p. 

Le equazioni che esprimono le condizioni che stanno in altrettanti piani i 
gruppi di punti 1 5 9 10 11 , 4 8 12 9 10 , 3 6 9 11 , 3 6 9 12 sono: 

1) 2p2 4- Xp« -i- X = ; 

2) (ix4-l)(X-p)-2(l-p)=0; 

3) X(|JL + l):p-l)H-2(X-pj=0; 

4) (1* f 1)|(À - 1)(X - p) -h 4X| - 4(> -h 1) = 0. 
Dalle 2) e 3) si ricava (dovendosi escludere X = 1) ; 
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donde dalla 1) X »- 3 = ed abbiamo: 

/ 2 

X--3 , p = d=V-3, 1JL = 1, 

P 

valori che soddisfano a tutte le condizioni e conducono ad una Cf. propria. 

39. Un solo simbolo, il (23), presenta un unico allineamento, esso può essere 
realizzalo colla Cf. XXII. 

Al gruppo di questa appartengono le sostituzioni : 

(1 7 9X2 6 10X3 5 12)(4 8 11) , (1 4)(5 12)(6 10)(7 11)(8 9) , 

anzi il gruppo stesso, di sei sostituzioni, è il minimo che contiene queste due. 
Si ricava ohe sono gruppi di punti equivalenti 1 4 7 8 9 11 •, S 5 12 ; 2 6 10, 
e che sono equivalenti le tre coppie ]2i di tetraedri che entrano nella terna ge- 
neratrice. Queste coppie i2i sono poi, come ora vedremo, speciali. 

Le rette 26, 37, 45, a^J 34. 567 devono risultare due a due 
sghembe e non appartenenti ad una stessa serie rigata ; i triangoli 5 6 7, 
2 3 4 segano sulla a due cicli di una proiettività ciclica di 3° ordine (1. e. n.o 8) 
A,A^Ag , BJB2B3 (si suppongono allineati 5 7 A^ , 5 6 A^ , 6 7 A3 , 2 4 B^ , 
2 3 Bg , 3 4 B3) e le dette quattro rette devono essere segate contemporanea- 
mente dalla 10 12 , risultando 10 sulla 2 6 e 12 sulla a. Si vede allora che 12, 
deve essere unito per la proiettività AiAgAgABjB^B^, la quale trasforma in se 
medesima Taccennata proiettività ciclica, sicché 12 deve essere unito anche per 

questa. 

Le rette 18,37,59, sghembe due a due, devono essere segate dalle 
1 3 , 7 8 , 9 12 , ed il piano 1 5 6 7 12 dovrà segare la quadrica che con- 
tiene tali rette in una conica propria passante per 1 , 5 , 7 , 12 e tangente in 
1 e 7 alle lAg ^ 7A2. I fasci generatori di questa conica coi centri in 5 e 7 
determinano sulla a una proiettività col punto unito 12 e le coppie AjA^ , 
B2B3 , quindi la nostra proiettività ciclica, per la qual cosa 5A2 . 7A3^6 è punto 
della conica, la 5A3 è tangente in 5 alla medesima, ed in essa il gruppo 17 5 6 
è armonico : dovrà essere armonico allora AjB^A2A3 , il che prova che i due 
gruppi della proiettività ciclica non possono essere generici, ma devono essere 
l'uno il covariante Q dell'altro. 

Le condizioni ora trovate necessarie sono sufficienti. Per costruire A . B=j2j, 
che supporremo rappresentata dal solito simbolo, partiamo da due gruppi di una 
proiettività ciclica di 3° ordine, AjAgAg , B1B2B3 così che A1B2A2A3 sia armonico 
(lo sono allora A2B3AJA3 , BiAgB2B3 , etc.) e diciamo 12 uno dei punti uniti della 
proiettività medesima. Le rette 2 6,37,45 saranno allora incontrate da 
una retta per 12, ed in particolare la 2 6 lo sia nel punto 10. Diciamo P il 
punto 2 3 . 4 8 e P' il punto 17.56. Le rette 1 8 , 3 7 , 5 P stanno so- 
pra una quadrica contenente anche 13,78 e segata dal piano 1 5 7 se- 
condo la conica passante per 1 ,5,7, tangente in 1 alla lA, , in 7 alla 7A2 , 
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perciò contenente 12 (nonché 6, avente la GA^ per tangente^ etc.) sicché per 12 
passa una retta che incontra le 1 8 , 3 7 e 5 F^ quest'ultima rincontri in 9. 

Le rette 18,45,3 F' danno un'altra quadrica contenente 1 4 e 5 8 
segata dal piano 15 7 nella conica che passa per 1 , 5 , F' e tocca in 1 e 5 le 
lAj e 5Ai j anche questa conica passa per 12, pel quale potremo condurre una 
retta segante le 1 8 , 4 5 , 3 F', quest'ultima in 11. 

I punti 1 , 9 ^ . . . , 12, così assegnati, sono quelli di una Cf. XXII rap- 
presentata dal simbolo (23), giacché la retta 9 11 deve incontrare la 2 6 10. 

Tale Cf. non può essere reale. 

Ricorrendo ad una rapj)resentazione dello spazio, in modo analogo a quello 
seguito nel due numeri precedenti, si possono riconfermare le asserzioni fatte e 
si trovano come coordinate dei punti della Cf., se e è una radice cubica com- 
plessa di — 1 : 

1 = (1 0) , 2 = (0 1 0) , 3 = (0 1 0) , 4 = (0 1) , 

5 = (1 -1 l 0) , 6 = (l 1 -1) , 7 = (1 2 -2) , 8 = (0 2 2 -1) , 

9 = (1 26 -26» 0) , 10 = (1 e -1) , 11 = (-2 22« J) , 12 = (0 1 e e^. 

40. Sono sei i simboli senza allineamenti, ma di essi uno solo, il (5^, è rea- 
lizzabile, e dà la Cf. XXIII. In essa non vi sono coppie di punti estranei, si pre- 
sentano invece terne di punti due a due semplicemente congiunti, cioè: 1 8 12, 
2 7 11 , 3 6 10 , 4 5 9. La sostituzione (l 7 10 4 8 11 3 5 12 2 6 9) non ne 
altera il simbolo, sicché la Cf. é regolare ; si può poi vedere che il suo gruppo 
comprende 12 X 12 sostituzioni. 

Questa Cf. si può riguardare nata da tre tetraedri inscritti e circoscrìtti in 
ben sedici modi : in quello di partenza : 

1 2 3 4 , 5 6 7 8 , 9 10 11 12 

al quale nessun altro é equivalente; 
in : 

1234, 56 11 12, 789 10 

al quale sono equivalenti : 

1 2 3 4 , 5 7 10 12 , 6 8 9 11 ; 

1234, 58 10 11, 679 12; 

1 2 9 10 , 5 6 7 8 , 3 4 11 12 ; 

1 3 9 11 , 5 6 7 8 , 2 4 10 12 ; 
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14 10 11, 5678, 239 12; 

1 2 5 6 , 3 4 7 8 , 9 10 11 12 ; 

1357, 2468, 9 10 11 12; 

1 4 6 7 , 2 3 5 8 , 9 10 11 12 , 

le coppie di tetraedri che appaiono in queste sono una )l! e due {5| ; 
in : 

125 6, 34 11 12, 789 10, 
al quale sono equivalenti : 

1 2 9 10 , 3 4 7 8 , 5 6 11 12 ; 
1 3 5 7 , 2 4 10 12 , 6 8 9 11 ; 

13 9 11 , 2 4 6 8 , 5 7 10 12 ; 

1 4 6 7 , 2 3 9 12 , 5 8 10 11 ; 

14 10 11, 23 58, 679 12, 

dove le coppie sono tutte t5t< 

Le nove coppie di tetraedri di M ò b i u s che si ricavano dal secondo gruppo 
danno sistemi nulli tre a tre coincidenti, precisamente : 

12 6 6 , 3 4 7 8 ; 1 2 9 10 , 3 4 11 12 ; 5 6 11 12 , 7 8 9 10 
danno N^ , 

13 5 7 , 2 4 6 8 ; 1 3 9 11 , 2 4 10 12 ; 5 7 10 12 , 6 8 9 11 
danno N^ , 

1467 , 2368 ; 14 10 11 , 239 12 ; 58 10 11 , 679 12 
danno Ng. 
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Questi sistemi nulli sono dne a due permutabili, e le involuzioni assiali : 

posseggono rispettivamente le coppie : 

14, 23, 68, 67, 9 12, 10 11; 
1 3 , 2 4 , 5 7 , 6 8 , 9 11 , 10 12 ; 
1 2 , 3 4 , 5 6 , 7 8 , 9 10 , 11 12. 

£cco allora la costruzione della nostra Cf. 

Siano N^ , N2 , N3 tre sistemi nulli due a duo permutabili ed Q^^ , Ojs ' ^is 
i loro prodotti due a due. Un punto generico 1 abbia per corrispondenti 2, 3, 4 
ordinatamente in £^23 , fìjs ^ ^19 ^ diciamo oi^ , a^ , a^ , a^ ì piani polari di 1, 2, 
3, 4 in Nj. Questi otto elementi sono quelli di un tetraedro, perchè a^ contiene 

1 3 4 ; «2 } ^ ^ ^ ì ^8 ) ^ ^ *^ ^^ ^4» ^ ^ ^- ^^^ ^ ^° punto generico di a^ e di- 
ciamo 6, 7, 8 i suoi corrispondenti in Qgj , fìj, , fìjg ed «5 , «g , a^ , «g i piani po- 
lari di 6, 6, 7, 8 in Ni ; sarà «5 = 578, «« = 678, a^ = 567, ^g = 568 
e su tali piani staranno ordinatamente i punti 3, 4, 1, 2, come 6, 7, 8 stanno 
ordinatamente in «4 , a^ , a,* 3ia 9 un punto generico della retta «3 . a^ , 10, 11, 
12, i suoi corrispondenti in ^23 > ^13 y ^la- Questi punti 1, 2, ... , 12 sono quelli 
della nostra Cf. XXIIL 

Se diciamo 13 ii punto «3 . a^ . ol^q e 14, 15, 16 1 suoi corrispondenti in Q^s ' 
^18 ) ^18 / ^ sedici punti 1, 2, . . . , 16 sono quelli di una Cf. di Ku m m e r (^). 

Se manteniamo le precedenti denominazioni e la legge colla quale si sono 
ricavati 1, 2^ . . . , 8 e si prende 9 genericamente non sulla «3 . a^ , ma sulla 
03 . «5 , ovvero «3 . a? , od ag . o^g » dicendo 10, 11, 12 i corrispondenti di 9 in 
^28 ) ^J3 ^^ ^12 i otteniamo i punti di una Cf. HI. 

41. Se esistesse la Cf. propria corrispondente al simbolo (9), nel sistema nullo 
relativo ad A . B = |lj il piano 1 8 12, corrispondente a 12, dovrebbe contenere 
9 10 11 (perchè quello corrispondente a 9 sarebbe 4 5 9 che contiene 12 , e 
quelli corrispondenti a 10 ed 11 sarebbero 3 6 10, 2 7 11 contenenti pure 12), 
e ciò non è possibile. 

L'identica cosa si può ripetere pel simbolo (14). 

42. L' impossibilità di realizzcire in modo proprio il simbolo (21) si prova 
molto rapidamente ricorrendo alle coordinate. I punti di una Cf. II (84 , 84) , 



(^) Martinetti — Alcuno considerazioni sulla Cf. di K u m m e r, 1, e. 



rappresentata dal nostro simbolo A .6 = |2| , si possono sempre rappresentare 
cosi : 

1 = (1 0), 2 = (0 100), 3 = (0 010), 4 = (0 1), 
5=(^-^ 1 -1 O) , 6 = (1 10-1), 7 = (X0 -1 1) , 8s {0 1,^ ri'^)' 

dove X è nn parametro arbitrario, diverso da 0. 

U nostro simbolo darebbe 1 punti 9, 10, 11, 12 rispettivamente sulle rette : 

« 
5(23 . 48) , 6(24 . 38) , 7(28 . 34) , (1 5 6 7; . (2 3 4 8) , 

perciò dovrà essere: 

9=(X , (X-l-l)iii , -X|i-1 , 0) , l(fe(l , 1 4 V , , Xv-1) , 
11=(X , , -p , f(X+l)-X) , 12=(0 ,1,0, -(a+1) ). 
La condizione che esprime Tessere 2 5 11 12 in un piano è: 

1) Xfo + X-p + o + l=0, 

quelle analoghe pei gruppi 2 5 10 12 , 4 6 11 12 , 3 7 9 12 , 4 6 9 12 , 
3 7 10 12 sono ordinatamente: 

2) X«v« + X -♦- + 1 =-- , 

3) Xo - p = , 

4) |Ji(X + l)(c+l)-l=0, 

6) pLa(X + 1) + X(jit - a) -fi = ; 

6> X«v + Xvo -f Xv + Xc — 1 = 0. 

Dalle prime tre si ricava Xv =: p — 1; sostituendo p — 1 a Xv in 6) e tenendo 
presente la 3) deduciamo : 

(p-.l)lX + o + 2[=0, 

e, Biccome p = l darebbe 7^11, necessariamente X + c + 2 = 0. Dalle 4) e 5) sì 

deduce Xo -t- yi - 2 = e, per la 3), p + pi — 2 = 0. Ora dalla 1) e dalla 4) per le 

VCL. ZLn. 6 
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ultime due relazioni trovate si deduce p = [i = l, perciò non è possibile che la 
Cf. sia propria. 

43. I punti di ogni Cf. Ili (84 , 84) si possono rappresentare con opportuno 
valore di X (finito, diverso da e da 1) nel modo seguente, come è facile rica- 
vare dalla generazione della Cf. stessa: 

1 = (1 0), 2 = (0 100), 33(0 010), 4 = (0 001), 
5s(l 110), 6 = (1 -X, 1, 0, 1) , 7 = (1 X 1) , 8 = (o, -1, 1 -^; 7)' 

ammesso che la Cf. sia rappresentata come lo è A . B ^ 13}, che entra nel no- 
stro simbolo (30), pel quale si ricava che dovrebbe essere : 

9=([i-fl , JJL , X+jx , 0) , l(fe(v , X+v , , 1) , 
ll=(p-X , , Xp-X , p) , 12=(0 , o-X , X(X+1) , a-1). 

Le equasioni cui dovrebbero soddisfare 1 parametri X, |ji, p perchè due piani 
contenessero rispettivamente 28911,46911 sono : 

liip(X + 1) + X(H- p) = , iJLp(X + 1) + X(l - pL) = 

donde |Jl = - p. Ma è pi(X + 1) + X -f- v = 0, perchè 3 7 9 10 devono stare in nn 
piano, sicché X^vp: allora, perchè 1 5 10 11 devono essere in un piano, cioè 
2Ap + pv — X = 0, segue Xp = 0, quindi il simbolo (30) non rappresenta una Cf. 
propria. 

44. Così avviene del simbolo (33), V ultimo che ci rimanga da considerare. 
Le coppie di tetraedri 129 10,3478;129 10,56 1112;347 8, 

5 6 li 12 dovrebbero presentare il caso |5|, però ciascuna di esse darebbe una 
involuzione assiale (1. e. n.o 16) ù^ colle coppie 1,2;3,4;7,8;9,10, 
Q, collo coppie 1 , 2 ; 5 , 6 ; 9 , 10 ; Il , 12 ed tìj colle coppie 3 , 4 ; 7 , 8; 
5 , 6 ; 11 , 12. Tali involuzioni dovrebbero essere distinte, perchè, se ad esempio 
Oi^fig} ^^^ 2,3 4,5 6,7 8 apparterrebbero ad una stessa serie rigata 
colle direttrici 17,28,35,4 6, quindi risulterebbero in un piano 3 5 7 8 
il che non si può ammettere in una Cf. propria rappresentabile col simbolo (33); 
analogamente per Q^ , ù^ ed ù^ , O3. Il prodotto ù^ . Q, sarebbe un'omografia 
non identica con uniti i punti 1, 2, 9, 10 e le rette 5 9,6 10, 1 11, 2 12 
perciò uniti tutti i punti delle rette sghembe 1 2 e 9 10. Ciò esige che gli assi 
di tìi e quelli di Q^ incontrino le rette 1 2 , 9 10 nei medesimi punti. Analo- 
gamente quelli di Q^ ed ù^ dovrebbero segare negli stessi punti le 3 4 , 7 8; 
quelli di ù^ ed ù^ negli stessi punti le 5 6 , 11 12. Perciò gli assi delle tre 
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involnzìoni dovrebbero essere gli spigoli opposti di an tetraedro e coincidere or- 
dinatamente colle 5 6 , 11 12 ; 3 4 ^ 7 8 ; ] 2 ; 9 10. 

Questo non è compatibile colla condizione che la Cf. sia propria, giacché in 
O^ al piano 12 3 5 9 corrisponderebbe 1 2 4 10 5, sul quale poi dovrebbe stare 
anche 6, secondo il simbolo. 

45. Dunque, concludendo, dei 37 simboli che si sono presentati nella Parte I 
23 soltanto sono realizzabili in modo proprio e sono relativi ad altrettante Cf. 
(I25 , 125) : di esse la XVIII si può considerare come proveniente in tre modi 
essenzial mente diversi da una terna di tetraedri Tun nell'altro inscritti (n.o 34), 
la Cf. XIX in due (n.o 36; e la XXIII in tre (n.o 40), le altre se anche possono 
considerarsi in vari! modi come provenienti da una terna di tetraedri (e ciò av- 
viene per le sole Cf. I e II oltre le nominate) tali terne sono equivalenti, dun- 
que 28 sono i tipi diversi di terne di tetraedri due qualunque dei quali sono re- 
ciprocamente inscritti (in modo proprio). 

Mantova, Agosto 1903. 
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Bcalico, con prefazione di Valentino Cerruti. 
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SULLA RIDUniBILITÀ DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE 



N O T 



DI 



ALFREDO CAPEI U 



Npta I.*" 



E ben noto (*) che, se |> è un numero primo ed A un numero appartenente 
ad un certo campo di razionalità K (sia questo composto dì soli numeri costanti 
o conceog» ai^clis delle quantità varialMli), affinchè Teqaazione 

aP~A = 

sia irreduttibile nel campo di razionalità K, è necessario e sufficiente che A non 
sia la potenza p^^ di un numero appartenente a K. 
Per l'equazione binomia più generale : 

a** - A = 



• • 



in cui n non sia numero primo, ma sia invece : 

71 = 2^ . 2>* . gP . r^ . . . , 



(*) Cfr. p. es. Netto- Battaglini, Teorìa delle sostituzioni e sua applicazione 
mlV algebra, art. 191. 

Per maggior comodità dei lettori del Giornale stimiamo utile riprodurre qui 
integralmente queste tre Note , già pubblicate nei Rendiconti della R. Accademia 
delle Scienze di Napoli (Dicembre 1897, Febbraio e Maggio 1898) , per la rela- 
zione che esse presentano con qualche lavoro già pubblicato (cfr. Voi. XXXIX, 
1901| pag. 141} e con qualche altro da pubblicarsi prossimamente nel Giornale. Il 
loro contenuto è anche stato riprodotto, ma soltanto in parte, nella recente opera 
del signor Netto: V0rle9ungeH ùber Ai^ebra^ Mand IL Leipzig^ Teytbner 1900 (pagg. 
391-395). 
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essendo ^ tP , q , r , . . . numeri primi fra loro distinti , la questione dell' irre- 
duttibilità non è stata risoluta, per quanto io mi sappia 0) , che per certi spe- 
ciali campi di razionalità, cioè per il caso in cui il campo K si componga dei 
numeri reali commensurabili (o numeri razionali) , ovvero anche di questi nu- 
meri e delle funzioni razionali (a coefficienti reali commensurabili) di certe va- 
riabili, o indeterminatef fra loro indipendenti. 

Questo problema si trova risoluto, nello pagine che seguono, in tutta la sna 
generalità, mediante un metodo che viene esposto nel primo § e che può essere 
applicato utilmente allo studio della riduttibilità od irreduttibilità di una classe 
abbastanza estesa di equazioni algebriche, di cui le equazioni binomio non sono 
che un caso molto particolare. 

In questa prima Nota viene soltanto lasciato in disparte il caso in cui l'espo- 
nente n sia un multiplo di 4, perchè in questo caso le condizioni di irreduttibilità 
presentano una maggiore complicazione e Tapplicazione del metodo, cui ho testé 
accennato , richiede un' analisi alquanto più delicata. Per queste ragioni mi ri- 
servo di trattare separatamente questo caso in un' altra prossima Nota , nella 
quale completerò i risultati della presente dimostrando che: affinchè V equazione 

x«^-A = , X> 1 

aia irreduttibile nel campo di razionalità K , cui appartiene A , è necessario e 
sufficiente che A non sia il quadrato di un numero di K e che — A non sia il 
quadruplo della quarta potenza di un numero di K. 



I. 
1. Sia 

r(x) = (1) 

un' equazione algebrica del grado n, il cui primo membro si possa porre iden- 
ticamente sotto la forma: 



Aa:) = Oi(0,(x)) (2) 



essendo 0,(ic) e ©^(a;) due funzioni razionali intere di x, risp. dei gradi «j ed n„ 
con coefficienti appartenenti ad un certo campo di razionalità K. I coefficienti 
della (1) apparterranno evidentemente allo stesso campo K, e si avrà 



n = ni . n^ . (3) 



(^) Ofr. K. Th. Vahlen, Ueber reductible binome (Acta mathematica, Tomo 
19, 1896). 
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Ci proponiamo di stabilire le condizioni necessarie e sufficienti affinchè la (1) 
sìa irredattibile rispetto al campo di razionalità E; e cominciamo dal notare che 
si ha evidentemente come prima condizione necessaria che Tequazione 0^(0;) = 
dev'essere irredattibile rispetto a questo campo. Noi supporremo dunque che 
qaesta condizione sia già verificata. 

2. Ciò premesso^ per risolvere Tequazione (2), si potrà porre: 

y = «i(») (4) 

e si comincerà dal risolvere l'equazione di g^ado n, in ^ : 

h{y) = (5) 

la quale, essendo per ipotesi irreduttibile, avrà n^ radici fra loro tutte distinte; 

che indicheremo con Vi y y% ì • • • y Vnx» 

Detta y^ una qualunque di queste radici, si dovrà poi risolvere l'equazione 
di grado n, in a; : 

«aW - y* = (6) 

che ci darà per x certi n, valori Xi^ , Xi^ , ... , xt^n^ 

3. Supponiamo che 1' equazione (6) sia riduttibile nel campo di razionalità 
(E , yi\ cioè nel campo che nasce dall' aggiungere al campo K il numero y^ ; 
cosicché si abbia identicamente rispetto ad x : 

0»(a) - yi = &i(a: , yù &,(« , Vi) (7) 

essendo ò^ e % funzioni razionali di x ed y< con coefficienti appartenenti al 
campo E , le quali , rispetto ad x , siano inoltre intere e di grado non inferio- 
re ad 1. 

Poiché y< è radice dell'equazione (5), che è irreduttibile nel campo E , T i- 
dentità (7) dovrà seguitare a sussistere , quand' anche in luogo di y^ si ponga 
nna qualunque delle altre nj — l radici della (5) ; poiché l' identità (7) equivale 
evidentemente all'annullarsi di certe funzioni intere della sola y^ aventi per coef- 
ficienti dei numeri del campo E. Si ha dunque il sistema di identità: 

•»(«) - yi = 5i(a? » Vi) &»(« > Vi) 

(7)' 
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dalle quali moltiplicate membro a membro si deduce : 

[»2(«)-yi]l^(a)-»2] • • • [ »2(«) - yn j = e,(a:) . ej(x) , (8) 

essendo Q^ix) e ©^(a;) funzioni intere di x, con coefficienti appartenenti al cam 
pò K, il grado di ciascuna delle quali è almeno uguale ad n^ (ed è in ogni caso 
un multiplo Intero di questo numero). 

D'altra parte si ha identicamente rispetto ad y : 

(y-yùiy-Vi) • . • (y - yO = My) 

a meno di un fattore indipendente da y ed appartenente al campo K; onde, se 
in ItLogo di y poniamo b^{x) e paragoniamo con la (8), troviamo che si ha iden- 
ticamente rispetto ad x: 

9i(«2(«)) = »i(a;). 6,(05). 

L' equazione f(x) = sarà dunque riduttibile rispetto al campo di raziona- 
lità E. 

4. Per avere i fattori irreduttibili nei quali si pu6 decomporre V equazione 
f(x) = rispetto al campo di razionalità E, anziché partire dalla espressione (7), 
conviene partire dairespressione 

4»(«) - «i = &i(« > y<) 52(« iVi) Sx(« > Vi) (a) 

che rappresenta la funzione intera O^Co?) — y^ della variabile x decomposta nei 
suol fattori irreduttibili rispetto al campo di razionalità (E , y^). Si troverà co- 
me sopra: 

^li^ii^) ) = ®i(^) • ®2(«) • • • ^x(^) 
dove 

è una funzione intera di Xy il cui grado è evidentemente un multiplo di Ttj , con 
coefficienti appartenenti al campo E. 

Dico che l' equazione B,^(x) = è irredutlibfle rispetto al campo E. Suppo- 
niamo infatti^ se è possibile, che 6/^(x) ammetta un fattore <fr(x) ^ con coefficienti 
appartenenti al campo E^ di grado inferiore al suo. 

Una qualunque delle radici di <fr(x) = 0, dovendo soddisfare certamente ad 
una delle equazioni 

&A(^iyi) = , SA(a,3/t) = 0, ... , a*(a:,yn.) = 0, 
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eia questa p. es. la prima. V equazione 9(x) ■=■ , avendo allora ana radice in 
cornane coll'eqaazione ^i^ix , ^i) = che è irreduttibile nel campo (K ^ y^^ il suo 
primo membro *(«) dovrà essere divisibile per &j^(ar, , y^); cioè si avrà un' iden- 
tità della forma 

*(«) = &,.(« , Vi) . (p(aj , 2/0 , 

essendo 9 nna funzione razionale di x ed j/j , intera rispetto alla x , con coeffi- 
cienti appartenenti a K; e quest'identità dovrà sussistere , per la irreduttibilità 
di ài(y)=0, anche se in luogo di y^ si ponga una qualunque delle 1/^ ,1/2 ^...^f/m. 
U equazione ^(x) = sarà dunque soddisfatta da tutte le radici di tutte le n^ 
equazioni : 

»a(« , yi) = , Òh(x , y,)=0 , . . . , &A(a5 , j/„,) = 0. 

Intanto una qualunque di queste equazioni, p. es. la ÒfJ(x , y^) = 0, essendo 
irreduttibile nel campo (E , y^), ha le sue radici tutte distinte; e due qualunque 
di queste equazioni non hanno alcuna radice in comune , poiché se si avesse 
p. es. per uno stesso valore di x : 

se ne dedurrebbe per la (a), che vale qualunque sia la 2/1 : 

yi = yi > 

il che è incompatibile colla irreduttibilità di Oi(y) = 0. 

Lie radici di 6^(0?) = sono dunque tutte distinte, e dovrebbero essere anche 
radici di <t^{x) = 0\ ondq non è lecito ritenere che il grado di <b{x) sia inferiore 
a quello di B^{x). 

5. Pertanto possiamo riassumere quanto si è fin qui dimostrato come segue: 
se V equcLzione ^i(x) = è irreduttibile nel campo K , il numero dei fattori irre- 
duttibili nei quali si decompone, rispetto allo stesso campo E, la funzione Gi(02(x)), 
è vguale al numero dei fattori irreduttihili della funzione Ojfx) — y,- rispetto al 
campo (E , y^). I gradi dei fattori irreduttihili di 0i(6,(x)) risiyetto al campo K 
sono tutti divisibili per n^ ; e precisamente sono gli stessi gradi dei fattori irre- 
duttibili di Oj(x) — y^ rispetto al campo (E , y^ moltiplicati per il numero n^. 

Di qui si trae poi evidentemente come corollario che : affinchè V equazione 
^i(^s(^)) ^ ^^^ irreduttibile nel campo di razionalità E, cui appartengono % 
coefficienti delle 0|(x) , ^^(x); è necessario e sufficiente che l'equazione tj(x)=0 sia 
irreduttibile nel campo E e che l'equazione ^>2(^)—y<==^ (^^^ Vi ^ ^^^ radice scelta 
a piacere di 6i(y) = 0) sia irreduttibile nel campo (E , y,). 

6. Nei §§ che seguono noi applicheremo il metodo contenuto nei teoremi 
testé enunciati al caso particolare delle equazioni binomìe. Crediamo però op- 
portuno di fare qui rilevare 1' esistenza di una classe di equazioni algebriche, 

più g^enerale di quella delle equazioni binomio, per le quali la questione della 
voL. XLn, 9 
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ridnttibilità od irreduttibilit& si riconduce, mediante Io stesso metodo^ al caso più 
semplice deirequazione binomia. 

È (questa la classe delle equazioni algebriche del tipo : 

(gc«-6y»~a = 0, (A) 

dove a e b sono due numeri qualunque di un certo campo di razionalità K. 
Prendendo infatti 

&i(cc) = se** - a , %{x) = a;'** - 6 , 

si può scrivere identicamente 

• (a;« - 6)* - a = &i(&,(x)). 

Quindi: affinchè V equazióne (A) aia irreduttibile nel campo K, è necessario 
e sufficiente che sia irreduttibile nel campo K Vequazione binomia 

x'* -^ a = 
e che Vequazione binomia 

x'"" - (b + Va) = 

sia irreduttibile nel campo (K , y/ei). 

Non è difficile dedurre di qui, servendosi dei criterii che stabiliremo in se- 
fjuito per la riduttibilità delle equazioni binomio, che, se V equazione (A) è ri- 
duttibile nel campo K senza che lo sia l'equazione a'* - a = 0, dovrà certamente 
essere riduttibile nel campo K rcquaziono 

seraprechè almeno uno dei due numeri m ed n sìa dispari. 

Alla stessa conclusione si giungerà anche nel caso in cui m ed n siano en- 
trambi pari, purché m sia della forma : 

m = 2«p*'gP .... 

II. 

1. Essendo m ed n due interi positivi primi fra loro ed f(x) una funziono 
intera di x del grado m7i, con coefficienti appartenenti ad un certo campo di 
razionalità K, supponiamo che essa si possa porre identicamente sotto le due 
forme 

f(x) = S,{%{x)) (1) 

ed 

Ax) = 0,(0,(x)) , (2) 
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dove le ^i{x) , %{x) , Oi(x) , 02(0?) siano delle funzioni intero di x, rispettivamente 
dei gradi wi, n, n, m, con coefficienti appartenenti al campo K. 

In questo supposto io dico che afflnchè Vequazione f(x) = sia irreduttìbile 
nel campo di razionalità K, è necessario e sufficiente che siano irreduttibili in 
questo campo le due equazioni ^i(x) - e 0^(a?) = 0, 

E senz'altro evidente, per le identità (1) e (2), che queste condizioni sono 
necessarie. Che esse siano anche sufficienti, risulta dal teorema enunciato alTarr 
ticolo 5 del § che precede. Supponiamo infatti, se è possibile, che la funzione 
f{x) ammettesse un fattore irreduttibilc (p(ac) di grado /. < mn. Per il teorema 
menzionato applicato airidentiià (1), il numero X dovrebbe essere divisibile per 
il grado dell'equazione irreduttibilc rj(x)=(), cioè per m; e per lo stesso teo- 
rema applicato airidentità (2) dovrebbe anche essere divisibile per il grado del-^ 
requazione irreduttibilc Oi(a:) = 0, cioè per n. Essendo m ed n primi fra loro.do-^ 
vrebbe dunque X essere divisibile per il prodotto mn, contrariamente alla sup- 
posizione fatta, che sia invece X < mn. 

2. Per portare un esempio semplice, si consideri la funzione : 

f(x) = x® + 2qx^ 4- g-cc2 - r , 

ove q ed r siano due numeri appartenenti ad un certo campo di razionalità K. 
Prendendo : 

B^(x)=x^-r , ^2^x)=x^^qx , ()^{x)-x^-\-2qx^-^q^x—r , Oj(x)=cc2 , 

si può appunto scrivere identicamente : 

f{x) = &,(5,(a:)) = 0,(e,(ir)). 

Possiamo dunque senz'altro dire che, affinchè l'equazione 

x^ + '2qx^ + q^x^ - r = 

sia irreduttibilc nel campo di razionalità K, è necessario e sufficiente che siano 
tali rispetto a questo campo le due equazioni 

ac* — r = , X* + 2g2c* + q^x - r — Q. 

3. Mediante il teorema dell' art. 1, la questione della irreduttibilità delle e- 
qaazioui binomie di grado qualunque si riconduce immediatamente al caso di 
equazioni binomie il cui grado sia una potenza di un numero primo. 

Sia infatti l'equazione binomia 

a'* - A = (3) 

e sia 

. n = p^q^r^ , . . 
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il numero n decomposto nei suoi fattori prìmi distìnti Py ^ r, • . . . Ponendo 

e prendendo : 

si ha identicamente : 

Sì vede dunque che alBnchè V equazione (3) sia irreduttibile nel campo K, 
cui appartiene A; 6 necessario e suiQiciente che siano ìrrednttìbili in questo stesso 
campo le due equazioni : 

x''* - A = , x^ - A - 0. 

Applicando, ripetutamente ove occorra, alla seconda di queste due equazioni 
lo stesso procedimento, si conclude evidentemente che: affinchè V equazione bi- 
nomia (3) sia irreduttibile, rispetto al campo di razionalità K, è necessario e 
sufficiente che siano irreduttibili rispetto a questo stesso campo le equazioni hi- 
nomie 

x*** - A = , x«® - A = , x'"^ - A = 

Dopo ciò 6 chiaro che, per trattare completamente la questione della irre- 
datttbllltà dello equazioni binomio, basterà che ci occupiamo di quelle sole equa- 
zioni binomio il cui grado è una potenza di un numero primo. 

III. 
1. Gonsideriamo dunque Tequazione 

xP*-A = (1) 

in cui j) è un numero primo ed A è un numero appartenente ad un certo campo 
di razionalità. K. 

So A è la potenza p^^ di un numero appartenente a K, V equazione (l) è 
ovldontcmonte rlduttibile rispetto al campo K. Pertanto noi supporremo che A 
non sia una potenza p**^^ esatta rispetto al campo K ed ammetteremo , se sia 
possibile , che malgrado ciò V equazione (1) sia riduttibile rispetto al campo K. 

Se poniamo : 

&,(x)=:x'-A , &,(a:) = x^"""', (2) 

st ha identicamente 

x'* ~ A = aj(&,(x)) , (3) 
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e l'equazione 

&i(x) = (4) 

è irredattibile rispetto al campo K, per il teorema di A b e 1, essendo p an sem- 
plice numero primo e non essendo A una potenza p'*'' esatta rispetto al campo E. 
Dette 

Vi f Vt j ' • • } t/p 

le p radici della (4), si dovrà dunque avere (§ I, art. 5^, per una qualunque di 
esse che indicheremo con y^ , che Tequazione 

cioè 

«P*"' - y, = , (5) 

sia ridattibile nel campo (K , y^). 

Ci troviamo così , per V equazione (5) in condizioni affatto simili a quelle 
presupposte per l'equazione (l): giacché possiamo dimostrare che il numero y^ 
non può essere una potenza p^^ esatta rispetto al campo (K , y^). Invero, ove ciò 
fosse, si dovrebbe avere 

essendo 6 simbolo di funzione razionale con coefficienti appartenenti al campo E; 
e per essere y^ radice dell' equazione (4), che è irreduttibile nel campo E , do- 
vrebbe altresì aversi simultaneamente : 

Vi = [»(yi)r 



yp = [Hyp)Y , 



d'onde 



Ma il numero 



ViPt "•yp'^ [%!) %s) • • • Hyp)Y' 



appartiene^ per la simmetria della sua espressione, al campo E e, se p>2, si ha: 

yiVt . . . yp = A. 

Si avrebbe dunque, per p > 2 : 

A = B» 

contrariamente all'ipotesi fatta sul numero A. 
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Pertanto, se poniamo j/j = A, , (K , y.-ì = K, , concladiamo che : 80 1» * un nu- 

» 

mero primo dispari e Tequazione 

x^*-A = (1) 

è riduttibile rispetto al campo di razionalità K^ malgrado che A non sia una po- 
tenza p^^ esatta rispetto al campo K, esisterà necessariamente un'equazione 

xP*'''-A, = (1)' 

la quale sarà a sua volta riduttibile rispetto al campo K^ , benché A, non sia 
una potenza p*^^ esatta rispetto al campo Kj. 

Si potrà ora ragionare sulla (1)' come si è ragionato sulla (1), e poi cosi di 
seguito iìnchè si giungerà ad un'equazione 

x^ - A^^i = 

la quale sarebbe riduttibile rispetto ad un certo campo di razionalità K^j^i , senza 
che Ag^_i fosse in esso una potenza j?**** esatta, il che contraddice al teorema di 
A bel. 

. 2. Eesta così stabilito che: «epe un numero primo diferente da 2, affinchè 
l'equazione 

x^* - A = 

sia irreduttibile rispetto ad un dato campo di razionalità E, è necessario e suf- 
fidente che A non sia la potenza p"*® di un numero del campo K. 

L'analisi da noi svolta ci ha condotti naturalmente a dover escludere il caso 
dì p = 2. È questo un vero caso di eccezione, poiché, a convincersi che il teo- 
rema ora enunciato cade in difetto per p = 2j basta considerare l'equazione : 

' . • • _ ^ ■ « 

la quale è riduttibile nel campo dei numeri reali commensurabili, essendo iden- 
ticamente 

X* + 4 = (as* - 2x + 2){x^ + 2x ^ 2) 

malgrado che il numero - 4 non sia il quadrato esatto di un numero reale com- 
mensurabile. 
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Nota II> 

* 

Nei primi due §§ è dimostrato il criterio per la rlduttibilità dell' equazione 
binomia 

Nel terzo § sono poi accennate, per un campo di razionalità ampliato me- 
diante l'a^gimizione di nn radicale quadratico, alcune proprietà che al suddetto 
criterio strettamente si collegano. 

• -, * . - 

I. 

Cominciamo dairesaminare l'equazione 

aj* - A = , (1) 

dove A è nn numero di un certo campo di razionalità K, senza però essere un 
quadrato esatto rispetto a questo campo ; giacché, ove ciò fosse, la (1) sarebbe 
evidentemente riduttibile nel campo E. 

Poiché A non è un quadrato esatto rispetto al campo K^T equazione di 
2o grado 

a?«-A = Oj (2) 

le cui radici indicheremo con t/i , y^ , è irreduttibile nel campo K e quindi per 
quanto si è già dimostrato (Nota 1», § 1», art. 5), affinchè Tequazione (1) sia ri- 
duttibile nel campo K, è necessario e sufficiente che Tequazione 

aj»-yi = (3) 

sia riduttibile nel campo (K , j/,), cioè che si abbia, per certi numeri a e h ap- 
partenenti al campo K : 

e sviluppando : 

a«2/i* + (2a6 - 1)^1 + 6» = ; 

ossia, poiché l'equazione (2), di cui è radice y^, è irreduttibile nel campo K: 

A = , 2a6 - 1 -:i 0. (4) 

Da qaeste dae equazioni si dedaoe : : ^ . 

A?=-46S 
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cosicché l'equazione (1) dovrà essere della forma: 

se* + 46* = , 

dove 6 è un numero del campo E. Reciprocamente, se essa è di questa forma, 
sarà certamente riduttibile, poiché si ha identicamente : 

a* + 46* = («« - 2bx + 26»)(ac« + 2hx + 26«). 

II. 
1. Si tratta ora di dimostrare, più generalmente, che : affinchè V equazione : 

x«^ - A = 

sia riduttibile in un dato campo di razionalità K, è necessario e sufficiente che A 
sia il quadrato di un numero di K, ovvero che — A sia il quadruplo della quarta 
potenza di un numero di E. 

Poiché questo teorema é vero, come si é visto testé, per X = 2, noi possiamo 
supporre di averlo già stabilito per i valori di X che non superano un certo Da- 
merò n, e basterà dimostrare che esso sussiste anche per >, = n+l- 

Se ora nell'equazione data 

x«*^'-A = (1) 

il numero A fosse un quadrato esatto rispetto al campo E, ovvero — A il qua- 
druplo della quarta potenza di un numero di E, V equazione (1) sarebbe, come 
per il caso di X = 2, evidentemente riduttibile. Noi dobbiamo dunque ammettere 
che A non si trovi in queste condizioni e ricercare se, malgrado ciò, sia possi- 
bile che Tequazione (1) sia riduttibile nel campo E. 
Se poniamo 

Oi(sc) = flc«-A , Oj(x) = x*'*, (2) 

il primo membro di (1) si può scrivere identicamente: 

X*"" - A = 0,(6,(x)) , (3) 

e, pel supposto fatto su A, l'equazione 

»i(ac) = (4) 

é irreduttibile nel campo E. Se dunque, come vogliamo ammettere, 1' equazio- 
ne (1) è riduttibile nel campo E, dette t/^ , y^ le due radici di (4), l'equazione : 
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dovrà essere (Nota 1», § !<>, art. 5) riduttìbìle nel campo (K , y^. Quindi, poiché 
l'equazione (5) è di quelle per le quali il teorema in quistione si è supposto già 
dimostrato, dovrà verificarsi necessariamente almeno uno dei seguenti due casi: 

1°) y, è il quadrato di un numero del campo (K , y^. 

2**) y, è della forma — B*, essendo B un numero del campo (K , j/j). 

2. Se si verifica il primo caso, si dovrà avere : 

Vi = (ayi + ^)* y 

dove a e ò sono due numeri del campo K ; d'onde si deduce, precisamente come 
nel § 1 : 

A = - 4ò* , 
il che è in contraddizione con quanto si è supposto circa il numero A. 

3. Sapponiamo dunque che si verifichi il secondo caso^ cioè che, per certi 
valori dei due numeri a ed a appartenenti al campo K, si abbia 

yi = - 4a*(y, + a)*. 

Sostitaendo in luogo di i/|^ il suo valore A, questa uguaglianza si può scri- 
vere : 

2/i = - 4a^(A* + 4Ay,a + 6Aa* -f ^y^7? + a*) , 

cosicché essa equivale, per la Irreduttibilità della (4), alle due seguenti : 

A} 'V 6Aa« + a* = (6) 

e 

16a*a(a« + A) + 1 = 0. (7) 

Dalln prima di queste due uguaglianze scritta sotto la forma : 

/Ot« + A * 
A = — 



/'A- -r A \- 



appare intanto che il numero — A esser deve il quadrato di un certo numero 
del campo K che indicheremo con B, cioè del numero : 

Da questa uguaglianza si ricava: 

a» -f- A = 2aB 
e, sostituendo ciò in (7), viene: 

32.a*.a*.B + l = 

voli. XLII. IQ 



Di qal si deduce 
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4 



2«N4 ' 



cosicché, se si ponga : 



(8a»a) 






8a*a 



si ha per le (8) e (9): 



A = ~4&*. 



11 numero — A sarebbe dunque il quadniplo della quarta potenza di un nu- 
mero del campo K, contrariamente a quanto si è supposto. 

Il teorema da noi enunciato si trova cosi dimostrato completamente. 

IH. 

1. Come illustrazione di quanto si è esposto, mi sembra non privo di inte- 
resse far rilevare che : se A è un numero di un certo campo di razionalità K 

cui non appartiene \'A, affinchè —A aia il quadruplo della quarta potenza di 
un numero di A, è necessario e sufficiente che \l A sia il quadrato di un numero 

di (K , \/À). 

Ciò è in parte conseguenza di quanto si è già dimostrato ; in ogni modo si 
può stabilire direttamente come seguo. 

Invero dairuguiiglianza : 

A ^ - 46* 
si deduce facilmente 

VA=(6+iv/Ay 

d'onde appare clic la condizione enunciata è necessaria. 
Supponiamo ora che si abbia : 

n/ A = (a -h & \/X)S 
essendo a e f, al pari di A, numeri del campo K. Se ne deduce : 

(1 -2a?)VA =a2 + Ap2 

e questa eguaglianza, poiché VA non appartiene al campo K, trae seco le due: 

1 - 2ap ^ , a- + Af;2 = 
dalle quali si ricava appunto : 

A = - 4a\ 
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2. Ammesso che il numero A non sia quadrato esatto rispetto al campo di 
razionalità K, ma sia però della forma: 

A ^-46% (1) 

essendo b un numero di K, proponiamoci ora di ricercare in quali casi il numero 

\'A; che sì è già visto essere un quadrato esatto rispetto al campo (K , \^A),sia 
anche, preso con segno negativo; il quadruplo della quarta potenza di un nu- 
mero di (K , Va). 

Cominciamo dal notare che dalla (1) si deduce (posto t - v'— 1) •' 

Va = 2t&», (2) 

cosicché il campo (E, V^) conterrà necessariamente il numero i, il quale non 
era conlennto in E, poiché dalla (2) segue evidentemente : 

(E,VÀ) = (E,0. (3) 

Ciò posto, se - Va sia il quadruplo della quarta potenza di un numero di 
(K , VA), si dovrà avere in virtù della (3): 

V a"= - 4a^l + ^iV , 

essendo a e ^ numeri di E, cioè : 

2ib^ = - 4a\l -h 4-;i - eji* - ^H f f*) , 
d'onde, poiché K non contiene i, le due uguaglianze: 

f* - 6^2 ^ 1 = (4) 

- 16a*?(l - ^2) = 2ò2. (5) 

Poiché si ha identicamente : 

r.i _ 6^i-' + l = (?^ + 2? - 1)(^« - 2p - 1) , 
la (4) ci dà 

(S« - 1) = :t= 2?. 

L' ipotesi del segno — nel secondo membro deve però escludersi, poiché altri- 
menti la (5) ci darebbe 

e per conseguenza — 1 sarebbe un quadrato esatto rispetto al campo E, contra- 
riamente a quanto si è già notato. 
Si ha danque : 

?*-l=2p, (6) 
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cosicché la (5) ci dà : 

onde, paragonando con (1), si conclade che il numero A esser deve della forni 

essendo y un numero del campo K. 

Reciprocamente si verifica senza difficoltà cbe, se A è della forma (7) si ha: 

■JT= 2tV-;« = - 4[| (1 + ?t)]* 

essendo ^ una qualunque delle due radici di (6), cioè : 

g = l=fc>/2. 

3. Si è trovato che il numero A esser deve della forma : 

A = -4(l±>/2)*-T®, 

dove -y è un numero del campo K. Notiamo però che il caso in cui si prenda 
nel secondo membro di quest'ultima espressione 1 — v2 non differisce essenzial- 
mente da quello in cui si prenda 1 -f \/2, poiché sì ha : 

(1 -\/2/ = (l +>/2/.(l-V2)«, 
onde si può scrivere : 

- 4(1 - \/2/f = - 4(1 + n/2>. [(l - n/2)y]^ 

Concludiamo dunque che: se un ninnerò A apparfenante ad un campo di ra- 
zionalità K non è il quadrato di un numero di K, via però —A è il quadruplo 

della quarta potenza di un numero di K, affinchè anche — >/A sia il quadruplo 

della quarta potenza di un numero di (K , >/A) è necessario e sufficiente che 
siano soddisfatte le due condizioni seguenti : 

10) il campo K deve contenere *J'2 ; 

2o) il numero A dev*essere della forma : 

A=-4(l +V2)*.78 = -4(17 + 12>/2).Y«, 

dorè >/2 è lei radice quadrata positiva di 2 e ^ è un numero del campo K. 
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Nota in» 

la altra Nota 0) ho trattato la questione della ridattibilità delle equazioni 
binomio di grado composto, per un qualsivoglia campo di razionalità K, serven- 
domi di un metodo che, come ho fatto osservare, si poteva applicare utilmente 
allo stadio della riduttibilità di tutte quelle equazioni il cui pi*imo membro è 
della forma 

6(&(x)) , 

cioè è dato come funzione intera di una funzione intera di x. 

Ora le equazioni di questo tipo si possono evidentemente considerare come 
un caso particolare di quelle equazioni 

F{x) =0 (a) 

il cui grado si può abbassare mediante un'opportuna trasformazione 

essendo ^(x) una funzione razionale di x con coefficienti appartenenti al campo 
di razionalitÀ E. Con ciò intendiamo di dire che V equazione a radici distinte : 

W(y) = (P) 

che ha per radici i differenti valori che può assumere y per tutti i valori di x 
soddisfacenti alla (a), è di grado inferiore al grado della (a). 

Dai teoremi fondamentali sulla riduttibilità delle equazioni algebriche e sulla 
trasformazione di Tschirnhftusen segue facilmente che l'equazione (p) ha 
i suoi coefficienti appartenenti allo stesso campo di razionalità R cui apparten- 
gono i coefficienti della (a), e che se l'equazione W(y)=0 è riduttibile nel campo 
K, lo è necessariamente anche la (a). L'irreduttibilità della (^) non è però con- 
dizione sufficiente per la irreduttibilità della (a). 

Nella presente Nota, supposto già verificata l'irreduttibilità della (^), mostre- 
remo come, per accertare l'irreduttibilità della (a), basti accertare l' irreduttibi- 
lità di una seconda equazione, il cui grado è pure inferiore a quello della (a) , 
nel campo di razionalità (K , y^) che nasce dall'aggiungere al campo K una delle 
radici delia (^). Con ciò si dà origine ad un metodo per lo studio della irredut- 
tibilità delle equazioni del nuovo tipo, il quale si può considerare come una ge- 
neralizzazione di quello indicato nella Nota già citata. 

I. 

1. Sia data l'equazione del grado n in x colle radici distinte x^ , x, ,...; x^: 

m 

f{x) = (1) 



(») Cfr. la Nota 1«. 
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i cni coefficienti appartengano ad un certo campo di razionalità K. Esegaendo la 
trasformazione razionale 

ove <f(x) è una funzione razionale di x (che ci è lecito ritenere intera e di grado 
non superiore ad n - 1) con coefficienti appartenenti pure a K, supponiamo che 
Tcquazione trasformata 

V(j/)=«^+(?y^+... f^, = (3) 

riesca del grado v ed irreduttibile nel campo K. 

Si avrà identicamente per un certo valore dell'intero {jl : 

[y - 9^^i)] \y ' 9(^2)] ... [2/ - 9(a^Jl = fvfy)!»^ , (4) 

cosicché 

71 = pi • V. 

Dette 2/1 , yj , . . . , !/v 1© V radici di V(y)=0, segue manifestamente dalla (4) 
che le Xj , ccg , . . . , a?^ si potranno disporre in forma di quadro rettangolare : 



(5) 



^11 

^21 


* •''22 > • . • > *'^2jjL 


^Vl 


> •^V2 > • • • > "^VUL 



di guisa che si abbia : 



yx = ?(a^ii) = 9(a?i2) = . . . = 9(.'^i|i) 

2^2 = 9(«^2l) = «(«^22) = . . . = ?(i^2,Ji) (6) 



r 

•^ 



yv = 9(^vi) = ?(aJv2) = . . . = ?(«v|i) 

e noi diremo che x^^ ,.aJ,g , . . . , ac^jj^ sono le |Jl radici di (1) corrispondenti alla 
radice y,- di V(y) = 0. 

2. Essendo le y^ , . . . , y^ tutte distinte, ò evidente, per le (6), che T equa- 
zione in X : 

9(x.) -1/1 = (7; 

ha in comune coH'equazioiie U) tutte e sole le radici cci, , acig, . . . , «1^^. H mas- 
simo coniun divisore di /(x; e del primo membro di ^7; uguagliato a zero ci 
darà dunque un'equazione del grado [jl in se : 

(Kx , yi) = (8) 

i cui coefficienti apparterranno al campo di razionalità -(K , y<^ ; cosicché pos- 
siamo ritenere che ^(x , y) sia una funzione intera delle due variabili x ed y, di 
grado {i in Xy coi coefficienti appartenenti al campo K e col coefficiente di sc^ 
eguale all'unità. 
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3. Ciò postO; sìa 

n^) = fi(^)fti^)'''fx{x) (9) 

la fanzione intera f{x) decomposta nei suoi fattori irreduttibili rispetto al campo 
K. Siano «i , «j , . . . , n^ rispettivamente i gradi di f^(x) , f^fx) , . . . , f\[^)' 

È chiaro, per la irreduttibilìtà di V(y) = 0, che, eseguendo in ognuna delle 
equazioni /",(«) ~ , /^C^) =^) • • • ^^ stessa trasformazione (2), si otterrà sempre 
la stessa trasformata V(y) = 0, cosicché sarà : 

^1 = l*iV , n^ = pgV , . . . , n^ = l^xv , (10) 

soddisfacendo gl'interi l*i , P2 7 • • • ; I^v *^'* relazione : 

l'i +1*2+ • •• +I^X = ^ (11) 

Per la stessa dimostrazione dell'art. 2 esisterà dunque per ogni ft(x)^0 una 

equazione : 

0,(aj , y,) = (12) 

ove 0| è una funzione intera di x ed y, del grado (jl^ in se, con coefficienti ap- 
partenenti al campo K col coefficiente di ac^* uguale all'unità. L'equazione (12) 
avrà per radici quelle pL^ radici di f^(x)=Q che corrispondono alla radice y, di 
V(y) = 0^ onde sarà identicamente rispetto ad x : 

^{x , i/i) = Oj(a; , 2/,) 6,(a; , y^) . . . O^C^ ) !/i)- (13) 

4. L'identità (13) e/ rappresenta la funzione intera ^{k , y^) rfeWa variabile x 
decomposta nei suoi fattori irreduttibili nel campo (K , yj). 

Ammettiamo infatti, se è possibile, che fosse y^(x , y^) un fattore di 0(cc , y^) 
di grado ;j.'| inferiore a {JLj , con coefficienti appartenenti a K. La coppia formata 
da yj e da uno dei valori di x che ad esso corrispondono nell'equazione y^(a:, yi)=0, 
soddisferà allora alle due equazioni 

X(^,l/i) , V(yi) = 0, 

dalle quali eliminando y^ si otterrà un'equazione F(a?)=0, con coefficienti appar- 
tenenti al campo K, del grado vjjl'^ in Xj cioè di grado inferiore al grado di 
fi{x) = che è dato, per la (IO), da n^ = ;jl,v, il che è in contraddizione colla 
presupposta irreduttibilità di fi(x) = -, giacché f^ix) = ed V(x) = avrebbero 
evidentemente delle radici in comune, essendo le radici di y{x , yi)~0 anche ra- 
dici di 0^(2c,yi) = O e quindi anche radici di fi(x) = Q, 

Concludiamo dunque che il numero dei fattori irreduttibili nei quali si spezza 
la funzione intera (}/(x , y^) della variabile x, nel campo di razionalità (K , yj), 
è uguale al numero dei fattori irreduttibili della funzione f\x) nel primitivo 
campo di razionalità K, E precisamente, i gradi dei fattori irreduttibili di f(x) 
nel campo K coincidono coi gradi dei fattori irreduttibili di '\{yi , y,) nel campo 
(K , y^) moltiplicati pel fattore comune v, cioè pel grado della trasformata V(y) = 0. 

Di qui discende ora corno corollario il teorema che avevamo in mira di di- 
mostrare, cioè che affinchè l'equazione f(x) = sia irreduttibile nel campo di ra- 
zionalità K, è necessario e stifflciente che l'equazione trasformata V(y)=^0 sia ir- 



)( 80 )( 

reduttibile nello stesso campo K e che l'equazione ({/(x , y^) = (ove y, è una ra* 
dice di V(y) = 0), sia irreduttibile nel campo (K , yj). 

II. 

1. A complemento di quanto si è sopra dimostrato, è utile di notare cbe 
l'equazione 0^(x , y^) = sarà anche soddisfatta, se in luogo di y, si ponga un'al- 
tra radice qualunque y^ di V(y) =^ ed in luogo di x una qualunque delle ji, 
radici di fj(x)=0 che corrispondono alla radice y^ di V(y) = 0. 

Siano infatti, per fissare le idee : 



(5)' 



»,1 


1 ^1» > • • • > ^l JAj 

ì ^2i ? • • • » •*^» ft^ 


SCyl 


ì «^vJ > • • • » •"'v U/ 



quelle radici di /'t(x)=0; appartenenti alle successive orizzontali del quadro (5) 
che corrispondono rispettivamente alle radici yi f y^ , • > » , y^ di V(y) = 0. 
Poiché : 

quest'equazione in acj, , avendo già in comune con f^{x) = 0, che è irreduttibile 
in E, la radice x^^ , dovrà essere soddisfatta anche da tutte le altre radici di 
fi{x)—0^ cioè da tutte le (5)'. Si avrà dunque, qualunque sia Tindice k: 

cioè appunto per le (6): 

e. d. d. 

2. Di qui segue come corollario che le pi radici di f(x) = che corrispon- 
dono alla radice y^ di V(y) = 0, sono le ix radici dell'equazione 

Oi(« I y») ^2(35 , y*) • • • Ox(a^ f Vk) = 0- (14) 

Ma, sussistendo rispetto alla variabile x Tidentità (13), sussisterà anche, in virtù 
della irreduttibilità di V{y) = 0, rispetto alla stessa variabile x, l'identità 

4'(« ; t/k) = ^i{^ I Vk) h{^ ; 2/ft) • • • hi^ y Vh) » 
cosicché Tequazione (14) potrà anche scriversi 

+(aj ; y*) = 0. 
Dunque: i sistemi di radici di f(x) = rappresentati dalle orizzontali del 
quadro (ò) sono rispettivamente le radici delle equazioni : 

^'(x , yj =0 , (Kx , y^) = , . . . , 4;(x , yj =0. 

Quest'ultimo risultato si sarebbe del resto potuto stabilire fin dal principio 
osservando che, in virtù della irreduttibilità di V(y) = 0, il massimo comun di- 
visore di f{x) e di 

9 W - yi 

non può differire dal massimo comun divisore di f{x) e di 

?(«) - Vk 
che per lo scambio di y^ con y^. 
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SULLE SEZIONI PRINCIPALI DEGLI ELLISSOIDI D'INERZIA 
RELATIVI A PUNTI DI UN ASSE PRINCIPALE CENTRALE D'INERZIA 



NOTA 



DI 



CESARE SPELTA 



Preliminari 



1. Nel presente scritto considero gli ellissoidi d' inerzia di un dato sistema 
materiale, relativi a punti quali si vogliano di un asse principale centrale d'iner- 
zia 8y e di tali ellissoidi studio le sezioni principali ^i , c^ 9 • • • normali ad s: oc- 
cupandomi, nel Capitolo I , dei momenti d' inerzia rapporto ai diametri delle 
Ej , Eg , . . • ; nel Capitolo II , dei raggi di curvatura e delle evolute di tali 
ellissi. 

I^© 5i > l« 7 • • • olirono gifi oggetto di una mia Nota dal titolo: « Alcune for- 
mole e proprietà relative ai momenti d' inerzia » (*) ; ma qui non riporterò al- 
cuno dei risultati ottenuti in quella Nota (indipendente affatto dalla presente), 
tranne una proprietà che ricavo al N. 6. 

2. Chiamerò angolo di appiattimento di una data ellisse, di semi-assi a , b 
{a > b), il più piccolo angolo o soddisfacente alla relazione 

(1) sec(p = |. 



(Un angolo di appiattimento è dunque variabile da a — , considerando per 

Ci 



(*) V. Giornale di Matematiche di Battaglini, Voi. XLI, Fase. I, IL 

voli. XLII. 11 
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un istante anche i casi limiti di un' ellisse, e cresce quanto più aumenta Vapjnat- 
timento dell' ellisse cui si riferisce). 
Posto 

dalle (1) , (2) si deduce 

(3) _?L,=:_^=p. 

tang 9 sen 7 ^ ^ 

sicché l'equazione della data ellisse, riferita ai suoi assi, potrà essere messa sotto 
la forma 

tang* 9 sen* 9 

Nel piano dell' ellisse e col centro nel centro di essa, si tracci il circolo 
dì equazione 

(riferendoci agli assi dell' ellisse). 

Sia P(aj,2/) un punto qualunque dell'ellisse, ed il semi-diametro OP fac- 
cia coli' asse x (su cui giacerli semi-grande asse a) un angolo = w. A motivo 
della (4), in corrispondenza di P vi sarà sul detto circolo un punto P'(x' , y'), 
tale che 



tang? ' ^ sen9 



Dimodoché avremo 



OP := aj* -f j^* = ce'* tang' 9 + y '* sen* 9. 



Tracciamo il raggio OP' , e sia to' l' angolo che esso forma coli' asse x* Ri- 
sulterà 



:2 



(5) OP = p* (cos'io' tang* o 4- sen* io 'sen' 9). 



Osserviamo ora che 



7« y - ^ 



tangco = — : = tang io sec», 

sen 9 tang 9 
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Qaindi 



» -►"• '-• % 



cos'io' = 



1 



1 + tang* IO sec* 9 



j ,_ tang^wsec^cp 



sen'io' = 



1 f- tang* w sec* 9 



«m ' 



e sostituendo tali valori nella (5): 



OP' = --J -^-^-,- (l + taug«i.i) 
1 + tang^iosec^9 



•2 



cotg^9 + senato 



Pertanto, supposto OP semi-diametro deir ellissoide d'inerzia del dato si- 
stema materiale rispetto ad 0, ed indicando con I il momento d' inerzia di tale 
sistema rapporto ad OP, avremo 

(6) I = —7=: -5 (cotg8 9 + senato). 

OP' P 



CAPITOLO I. 

3. Del dato sistema materiale indichiamo con [x il momento d'inerzia rispetto 
ad un punto qualunque M, con X il momento d'inerzia rispetto ad un piano qual- 
sivoglia Q passante per M, e con v il momento d'inerzia rapporto alla normale 
al piano O nel punto M. Dall' identità 



Iw{as* + y* + z^) = Siwflc* -|- Sm(y* + «^) 



si deduce immediatamente la relazione 



(7) [i = X + V. 



Siano O, , Ojj due punti qualunque, e sia s la loro congiungente. Si costrui- 
scano gli ellissoidi d'inerzia relativi ad 0^ , Og. Indichiamo con X > ^ ì momenti 
d' inerzia rispetto a 2 piani qualisivogliano passanti per s. Inoltre (nell' ellissoide 
di centro O^) chiamiamo gì ,h^ ì semi-diametri rispettivamente normali a tali due 
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piani; indichiamo (neir altro ellissoide) con 02 1 ^2 ^ semi-diametri rispettivamente 
normali ai due piani stessi. Sia g^ parallelo a ^g, e sia h^ parallelo ad h^. 

In virtù della (7), avremo (designando con jjLj , pij i momenti d'inerzia rap- 
porto ad 0, , Og) 

Dalle (8) , (9) ricavasi 

1111 



V ffi' V 92*' 

opperò 



a 



(10) gi'^' ^ 92% . 

Dimodoché si può anche dire: Dati due punti qualunque 0, , Og , w' co»frut- 
scanc gli ellissoidi d^inerzia relativi ad essi. Si conducano nelV ellissoide di cen- 
tro Oi due semi-diametri qualuque gj , h^ purché normali alla 0^ 0,. Si traccino 
ndV ellissoide di centro O2 i due semi-diametri gg , hg rispettivamente paralleli 
a gj , hj. Sussisterà la (10). 

4. Supponiamo gi>h^ ,^g>/i2Ì inoltre sia g^ più vicino che g^ al baricen- 
tro, e sia h^ più vicino al baricentro che h^. Risulterà 

9l>92 ) ^i>^2 y 9ih > 9%\ \ 

epperò, a motivo della (10), 

(11) ^i'-V>^2*-V. 
Inoltre si deduce 

(12) fl>^. 



Infatti: Non può essere 






giacché allora 



K* ^ K ' K* " ft»" ' 92* - ^* " h/ 
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E siccome per la (10) si ha 

dovrebbe risultare g^^g^^ il che è assurdo. Adunque sussiste la (12). 

5. Poggiandoci sulla (12) si vede facilmente che ha luogo una relazione più 
generale della (11). Ed invero: Indichiamo con un numero qualunque >0 e 
con m y n due numeri qualunque, purché m > , ?igO e tali che 

mg^^ - nhi^ > , 
cioè tali che 






(À questo ultimo (ine è sufficiente assumere m^n). Dalla (12) ricaviamo 









ed a fortiori 



mg^^ — nh^^ > mg^^ — nh^^: 

relazione che comprende come caso speciale la (11). 

Nuovamente, essendo gi>hi y g^> h^, indichiamo con ?i , 9j i piii piccoli an- 
goli soddisfacenti alle relazioni 

sec(pi = |- , sec9,=^^ 

In virtù della (12) risulterà (sempre supponendo g^ più vicino che g^ al ba- 
ricentro; come pure h^ più vicino che h^ al baricentro) 

h > ?2- 

6. Sapponiamo ora che i punti 0^ , 0, appartengano ad un asse principale 
centrale d'inerzia s, essendo Oj più vicino che 0, al baricentro. Si costruiscano 
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gli ellissoidi d'inerzia relativi ad 0^ , Oj, e si seghino mediante piani passanti 
per Oj , Og normali ad *. Risulteranno 2 ellissi 5j , Sg. Siano a^ ,\ ì semi-assi di 
%i'f a^ , b^ i semi-assi di ^g ì ^ ^i^ a^ > ò| , aj > ò^. 
Come si sa, in forza di tali ipotesi; risulterà 

inoltre a^ y a^ risulteranno fra loro paralleli, e per conseguenza risulteranno pure 
fra loro paralleli b^ , òg. 

Ma si possono stabilire parecchie altre notevoli proprietà relative a 5i i ^t- 
Intanto si deduce immediatamente dalla (IO): Segando gli ellissoidi d'iner- 
zia relativi a punti qualunque Oj , Og , O3 , . . . di un asse principale centrale 
d* inerzia s mediante piani passanti per Oj , 0^ , Og , . . . e normali ad s, rìsu^ 
tano ellissi ^| , ^^ 7 ^s > ■ * ■ ^^^ ^^^^ ^^ eccentricità stanno fra loro come le aree, 
Epperò in tali ellissi V eccentricità diminuisce man mano ci allontaniamo dal ba- 
ricentro. 

Teorema questo, esprimibile mediante la formola 

(13) '-^ = ^S 

indicando con e^ , e^ , , , , le eccentricità, e con ti, , u, , . . . le aree di ^1 ; $2 > • • • 

7. Sempre neir ipotesi che a^ , ò^ siano i semi-assi di f, (a^ > b^), che a, , 6, 
siano i semi-assi di fg (^2 > V/> ®^ inoltre che 0^ , Og siano punti di un asse prin- 
cipale centrale d'inerzia, in virtù della (10) potremo anche scrivere 



^1*) «7 ? V = <-h ^'-''' '°"'*"''^' 



e di qui, similmente alle (3) , 

a. a« &• b^ , ^ 

(15) - -'— := --'— = '— = *— (= f). 

^ tanghi tang^g sen^j sen^g 

Pertanto: Nelle dette ellissi Si , ?2 j • • • > ^ grandi assi stanno fra loro come 
le tangenti^ ed i piccoli assi come i seni degli angoli di appiattimento. 
Dalle (15) ricavasi inoltre 

afii a^b 



2^2 



sen ?itang9] sen^gtangcpg ^ 

quindi: Nelle ?i , t^ > • • • 1 ^^ ^^'^^ stanno fra loro come i prodotti del seno per 
la tangente dell' angolo di appiattimento. 
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8. Sia 6^ raDgolo massimo che in 5i possono fra loro formare due diametri 
coniagati; analogo significato abbia 6^. Siccome notoriamente 

(16) tang6i = ---,-^-^-- , tang 0, = - — -1-^-^ , 



in forza della (14) avremo 



c otg 61 _ u^ 
cotg Oj "" U2 



Si BH inoltre che le (16) sussistono anche quando 0^ , 0, rappresentino invece 
gli angoli minimi, purché i secondi membri si prendano in valore assoluto; adun- 
que: Nelle ^1 } $2 9 • • - ; ^^ cotangenti degli angoli massimi (0 minimi) che pos- 
sono fra loro formare due diametri coniugati stanno fra loro come le aree. 

9. Riferiamo le ellissi $1 ; ^2 ? • • • ; ad una coppia di assi x y y; su. x giac- 
ciano ì grandi assi, e su j^ i piccoli assi delle ellissi stesse. Indichiamo con I ^ 

il momento d' inerzia rispetto al diametro di g^ facente con x un angolo = 0)^ ; 
come pure indichiamo con I ^ il momento d' inerzia rapporto al diametro di 

fj formante con x un angolo = co^. Siano inoltre f 1 ^ 92 ^ rispettivi angoli di ap- 
piattimento di il , ^2* 

Per Je (6) e (14) avremo 

(1 7) I^^^^ = -i (cotg» 9i + sen2 w J 

(18) I^^^^ = ^ (cotg» 92 + sen» co^). 

Sicché 

Vw« cotg»9i + sen^coi , ., 

(19) -i^-i = — ^^ r-^ (== G , poniamo). 

La (19) dà G in funzione di 4 parametri , mentre poggiandoci sulla solita 
formola 

(20) Y = A cos» X + B sen* X 

(essendo Y il momento d' inerzia rapporto ad una retta passante per il punto 
d'intersezione di 2 assi ortogonali x yy, giacente nel loro piano e formante col- 
r asse X un angolo = X ; inoltre indicando con A , B i momenti d'inerzia rispetto 
ad X f y)t si avrebbe la relazione 

g^cos'co^ -h Ptsen^co^ 
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(designando con «j , Pi , «2 ? P2 ^ momenti d'inerzia rispetto ai semi-assi a, , &i , 
«8 9 ^2); ^* quale somministra G in funzione di 6 parametri. 
Inoltre dalla (18) si ha 

1 lOjW, 



p* cot^* 9j + sen'ci), 
ossia, valendoci della (20), 

1 _a,cos*ci)g + PjSen^Wg 
p* "" cotg*9j + sen*Wg 

Sostituendo nella (17), al posto di -^ il suo valore (21), si ottiene 

(22) I ^ = ^_^^x±^^'j!h ( ,,32 ,0, + p^sen* co,). 
' ?i***i cotg» 9g + sen» ^2 

Applicando la (20)^ si avrebbe invece 

(23) I<D fi) = «icos'coi + PiSen^Wj. 

Ti 1 

La (22) comprende come caso speciale la (23). Basta invero nella (22) as- 
sumere il punto O2 coincidente col punto 0| , inoltre (o, = to^ , ed allora risul- 
terà anche ?i = 92 > °^i = ^2 > Pi == P2 J talché la (22) si ridurrà identicamente 
alla (23). 

Ma possiamo dare a G un'altra espressione rimarchevole nel modo seguente. 
Dalla (19) si ha 

cos^WjCotg^^i 4- sen*cOiCosec^9, 

(24) — z z 2 ^ ~ — G. 

cos*(agCOtg*92 + sen^WgCOsec^^j 

Dividendo numeratore e denominatore della frazione che comparo nel !<> 
membro della (24) per il prodotto 04 p^ ct^ p, , ed osservando che si ha (in virtù 
delle (15)) 

cotg^cpi _ cotg^^g _ cosec^ _ cosec*9g ,_ 



la (24) si riduce a 



a2*&2^(ai*sen*Wj 4 òj^cos^Wi) __ 
fli*^i*(«2*sen*C02 + òg^cos^iOg) "" ' 



ossia a 



(25) u^^ja^henhó^ 4- 6^^co8^(i)J _ 

designando con u^ , n^ le aree delle ellissi g^ , fg. 
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Chiaramente, come insegna la Cinematica, la (25) si può anche scrivere: 

8 



(26) (^y = G , 



chiamando t;^ la velocitÀ che avrebbe un mobile snir ellisse ^^ (riferita ai suoi 
assi) air istante ^ = a>^ , il moto proiezione sali' asse x^ essendo fatto secondo 
la legge x^ =^ a^ cos t ; analogamente v^. 

La (26) ci permette di dedurre la seguente proprietà: Siano dati due mo- 
bili, percorrenti rispettivamente le ellissi £, , §2 (riferite ai loro assi) secondo le 
rispettive leggi 

Xi = ai cos t 

x^ = a^ cos t. 

n rapporto delle velocità da cui sono animati i due mobili, il primo ad un 
istante t^ , il secondo ad un istante t^ , è proporzionale alla radice quadrata del 
rapporto dei momenti d' inerzia relativi ai due diametri rispettivamente appar- 
tenenti alle il j ^2 ^^ inclinati degli angoli t^ , t^ sui semi-assi a^ , a2. 

10. Nel caso speciale di oi^ = cog = (o (essendo io qualunque) , la (19) si ri- 
duce a 

J<p^^a ___ cotg* 9^ + sen^co 
l^jw cotg*92 + sen^w ' 
da cui 

,27) hi^ « cotg» y, -f eeng co ^ 

Indicando con M la massa totale del sistema , con S^ , o^ le rispettive di- 
stanze di O^ , O2 (punti quali si vogliano di « e centri di ^^ , ^2) ^^^ baricentro, 
la (27) equivale alla 

cotg* 92 — cotg* 9i 
Chiamiamo nuovamente ot^ > ^1 ; ^s 9 ^2 i momenti d' inerzia rapporto ai semi- assi 

Per ui = , dalla (28) si ricava 

mòJ - oJ) 
^ ' ^ cotg* 92 - cotg* 9i 

e per ui = -5 dalla (28) deducesi 

(30) fi^ = ^2^ *' "" ^ ^ 2 cosec89i. 

^ ' ^ cosec^ipj — co8ec*9i 

VCL. ZUX. ^^ 
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Si osservi inoltre che 



epperò 



a^=^a,'\- M(S,« - S,«) ; 









(31) = ^^.JJ J.L,. ^otg2 <p,. 



Come anche 



M(S 2 - 5,^) 

(32) Sg = -^^-^ ^ ^ , cosec» cp.. 

^ " cosec* q?2 — cosec* (pi 

Dalle (29) , (30) , (31) , (32) ricaviamo 



^ ^ (h M(622-6,2)Vcotgtcpi / 

,o4N il 1: / cosec^y, \ 

^ ^ iPi "" M(52« - 5,2) Vcosec^cp/ / " 

Sottraendo membro a membro le (33) , (34) e di nuovo chiamando e^ l'eccentri 
cita deir ellisse $, , risalta 

2_ 1^ / COtg»92 cosec» cpgX 

^^ MCOj» - Oi2) \cotg2(pi cosec2(pJ ' 
ossia (in virtù delle (29) , (30) , (31) , (32)) 

(35) e,«M(o%« ^ 8,2) = J - |? • 

^\ Pi 

Si ha pure 



ot, M(6,2 - 6,2) V cotg2 9 J 

1 ^ 1 / cosec* 9,\ 

Y% "" M(5g2 - 8,2) \ "" cosec» (fg/ 



Epperò, indicando con «g Teccentricità di ^g , 



j_^ 1 /cosec*^, cotg2 9,\ ^ 

^* ■" M(5^~V) \co8ec2(pg ■" cotgs p J ' 
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ossia 

(36) «,«M(8,» - 5,«) = |i - fi • 
Moltiplicando fra loro le (35) , (36): 

(37) te,e,M(V-5.«;]-g-;4-^-2. 



£ siccome 



Pi P« 



la (37) equivale alla 

i2 



!li + 22L^_2 = K«,M(V-8,«)ls 



C08 

C0S*92 C0S*9i 



da cai, estraendo la radice quadrata da ambo i membri, ricavasi la relazione 
notevole 

C08<po COSCPi 'Kjt/'^ 9 •* »x 

(38; —^ = Ci «2^(02* - Oi»). 

11. Abbiamo dalla (38): 

cos^qjg — cos^9i 



M(o,« - S,^) = 



(39) 



e^ e^ cos 9i cos op, 

8en((pi + «pj) sen (9i - (p,) 



6i ^2 cos ?i cos 92 

Ora 

(40) cotg«92 - cotg^?! = cosce» (?2 - cosce»?! = gen» y^ sen» y g ' 

Quindi le (29) , (30) , (31) , (32) equivalgono (tenuto calcolo delle (39) , (40)) alle 
forinole seguenti: 

sen <Po tang cpo 
aj = '^ ^-^ cos (Pi 

fij «2 

sen cpo tang (Po 
/*! = ' , sec 9, 

sen qpi tang op. 
a, = ^ ^-^ cos (p, 

sen cpi tang o^ 



)92)( 

12. Considerando altri 2 punti qualunque O3 , 0^ dell'asse principale centrale 
d'inerzia s, si avrebbe (analogamente alle (17) , (18)) 

(41) l9,wg = -g (cotg8 <P3 + sen« coj) 

1 

(42) 1^40)4 = —5 (cotg* 94 + sen* co^). 

Supponendo co^ = w^ = co, = W4 = co, dalle (17) , (18) , (41) , (43) ricavasi 

I^jw - I<ptCD _ cotg* 9, - cotg* 9, _ cosce» y g — cosce* 9i ^ 
ly^to) - 1^5(0 "" cotg* 94 — cotg* 93 cosce* 94 — cosce* 93 ' 

cioè (qualunque siano i punti 0^ , 0^ , O3 ^ O4 di « e indicando con ^i ; Sj » 8$ , 64 
le loro rispettive distanze dal baricentro): 

Og* — 8,* ^ cotg* 92 — cotg* 9, __ cosce* 9^ — cosec* 91 
^ ^ 64* — 63* " cotg* 94 — cotg* 93 " cosec* 94 — cosec* 93* 

Valendoci delle (48) , le (28) , (29) , (30) , (31) , (32) diventano 

(44) I^p^co = ^ , * ^— (cotg* 9i -f sen* (o) 

^ ^* cotg* 94 - cotg* 93 



(45) 



cotg* 94 - cotg*9g 



(46) P, = ^Z^*'-^»'^ , cosec» o, 

cosce* 94 — cosec* 93 



^ M(64* - 83*) 
cotg*94-cotg*93 






(48) p, = -^-* Li—- cosec* 9,. 

cosec* 94 — cosec* 93 

Chiaramente le (44) , (45) , (46) , (47) , (48) sono una generalizzazione delle 
(28; , (29) , (30) , (31) , (32). 

(Continua ) 
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KIDUCIBILITÀ DI UNA CLASSE DI EQUAZIONI ALGEBRICHE 

NEL CAMPO DEI NUMERI COMMENSURABEI 



NOTA 



DEL 



Oott. DOMENICO LOMBARDI 



1. Si sa che V equazione alle radici primitive 

essendo p un numero primo qualunque, è irreducibile nel campo dei numeri com- 
mensurabili (^). 

Essa può riguardarsi come risultante dalla eliminazione di y flra le equazioni 

(1) y^^ + y^^ + -fy + l=0 



(2) y = a;*^""\ 



Più {generalmente, consideriamo l'equazione 
(3) aj«(«'-i) + x""^^^) + +«" + 1=0 



che risulta dalla eliminazione di y fra (1) e l'equazione 



(4) y = a**. 



(*) Vi è una dimostrazione del Kronecker riportata nella "Teoria delle So- 
stituzioni j) del Prof. L. Bianchi. 
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Ci proponiamo di dimostrare che la (3) è sempre riducibile nel campo dei nu- 
meri commensurabili, salvo nel caso che n sia una esatta potenza di p. 

Supponendo, infatti, che n non sia una esatta potenza di p, esso dovrà am- 
mettere un fattore q primo con p, e sarà 



71 = q ' r 



onde la (4) si potrà scrivere 



(5) y = z^, 

essendosi posto x^ = z. 

La (1) perciò diventerà 

Per dimostrare che questa equazione è reducibile, osserviamo che le sue ra- 
dici si ottengono risolvendo le p - i equazioni che risultano sostituendo nella (5) 
al posto di y le p - 1 radici della (1). 

Se e è una radice della (1), tutte le radici saranno 

e sia i quello dei numeri 1 , 2 ,...,/? — 1 che è congruo con q secondo il mod. 
p, e si consideri la radico e\ 
Essendo q^i (mod. p), sarà 

q=P'S -f t 
quindi 

Ma poiché e** = 1 , anche e***' = 1 , epperò la precedente eguaglianza diventa 

6« = 6*. 

E da ciò risulta che, ponendo nella (5) in luogo di y la radice t} della (1), 
Tcquazione che sì ottiene ammetto la radice z = s. 

Questa radice z = s sarà, per quanto poco fa abbiamo osservato, anche ra- 
dico della equazione (l)', la quale equazione ammettendo la radice e in comune 
con la equazione (1) che è di grado inferiore al suo, sarà certamente riducibile, 
nel campo dei numeri commensurabili, come volevamo dimostrare. 

2. Su quanto ora si è dimostrato possiamo fare qualche considerazione: 
La riducibilità della (2), essendo la (1) irriducibile, deve provenire dalla ri- 
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dncibilità della (4) nel campo [k , y^] , essendo k il campo dei numeri commen- 
sarabiii ed y^ nna radice arbitraria della equazione (1). 
Or 86 noi poniamo nella (4) saccessivamente 

n = 2 y 3 , 5 y 7^...| 

ed evitiamo il solo namero primo p, otteniamo altrettante equazioni binomie di 
^rado primo e riducibili; perciò: 

« Ogni radice y dell' equazione della divisione del circolo in p parti eguali, 
è potenza q^^ esatta di un numero del campo che si ottiene aggiungendo la 
stessa f/ al campo dei numeri commensurabili, essendo q un numero primo qua- 
lunque, diverso da p ». 

Ciò si esprime anche con la relazione 

(6) yi=\f(yi)\^ 

essendo f simbolo di funzione razionale nel campo dei numeri commensurabili 
E poiché 1' equazione (1) di cui y^ è radice è irreducibile in questo campo, la (6) 
snssisterà pure per le altre radici della (I), ossia 

yi = \f(yiW , y2={«y2)l', ; y^l = l/'(yp.l)r• 
E cioè: « Il simbolo funzionale / è lo stesso per tutte le radici » 

3- Si è visto che l'equazione (3) è riducibile nel campo dei numeri com- 
mensurabili. Possiamo dire qualche cosa di più: Siccome essa ammette la radice 6 
in comune con la (1) che è irreducibile in detto campo, ammetterà tutte le ra- 
dici della (1), ciò, del resto, risultava anche dal fatto che e era una radice ar- 
bitraria della (1), epperò il suo primo membro si potrà scrivere 

(x^-i + x^^ + . . . + as + l)'9(a;) 

essendo o simbolo di funzione con coefficienti commensurabili, di grado (n-l)(p— 1). 
Inoltre quando n è pari, sostituendo in (3) — as al posto di a?, il lo membro 
resta inalterato, mentre dalla forma sotto la quale il detto !<> membro ora si è 
posto, rimane in evidenza il fattore irreducibile 

a?P-i-flc*»-« + ic'*-». . .-a;+l. 

Dnnqne: « Fra i fattori irreducibili in cui si decompone, nel campo dei nu- 
meri commensurabili il !<> membro della (3), vi è sempre l'espressione 



ajP-i + ajP-» + . . . + a; + 1 , ; . ... 



" * m • 
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e, quando n è pari, vi è anche 1' espressione a?**"* — ac*^* + . . . — x + 1 , che si 
deduce dalla precedente cambiando x in — as ». 

4. Esempio: 
L' equazione 

»• -I- a?* + 1 = 
è della specie dell' equazione (3) , ove n = 4 , /? = 3 , perchè essa può scriversi 

e le (1) e (2) corrispondenti sono, in questo caso 

y = aj*. 

Dette £ , e^ le radici della 1» di queste due equazioni , e fissato un numero 
a piacere, primo con 3, ad es. 5, deve aversi 

Basterà assumere per significato di f Televazione a quadrato della quantità 
sotto fj perchè siano verificate le precedenti relazioni, ricordando che g'= l. 
Il primo membro dell' equazione data è divisibile per 

a* + a? + 1 
ed anche per 

ac* — 05 + 1 

essendo n pari (n = 4). 
Perciò 

aj» + 05* + 1 = (x* + a? + 1) (x« - X + 1) • Y(x) 

ove W è simbolo di funzione razionale nel campo dei numeri commensurabili, di 
grado 4. 






• • 
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SULLA DIMOSTRAZIONE DI UN TEOREMA FONDAMENTALE 

DI GEOMETRIA ANALITICA 



NOTA 



DI 



M0DE8TIN0 DEL GIUDICE 



Cbiamiamo varietà numerica a k dimensioni rinsieme dì tutti i possibili 
grappi di k numeri reali. Se y, , y^ , . . . , y^^ sono k variabili indipendenti, pos- 
siamo pensare questo insieme generato dalla variazione simultanea di queste k 
variabili indipendenti nel campo dei numeri reali, e rappresenteremo questo con- 
cetto con la notazione 

Vjk = (^1 , y, , . . . , Vh)' 

Chiameremo ciascun gruppo elemento o punto della varietà e diremo i k 
numeri del gruppo le coordinate di tale elemento. 

Air insieme dei gruppi della Yn che si ottengono facendo variare la varia- 
bile indipendente y^ per tutti i possibili valori reali compresi tra i due numeri; 
in generale distinti^ 

yì ed y/' (t = 1 , 2 , . . . , &) 

daremo il nome di zona della varietà V^ : gli elemenli (y/) ed (y/0 , (t = 1 , 2 , . . . ,fc) 
si dicono rispettivamente estremi o limiti sinistro e destro della zona Z^» 

Due elementi di una varietà , considerati in un dato ordine come estremi 
sinistro e destro, definiscono una zona unica. Questa si riduce ad un unico ele- 
mento quando y/ = y<" per tutti i k valori di i. 

Diremo che due zone Zj^ di una varietà Vj^ e Z^ di una varietà V;^ sono rap- 
presentabili Tuna sull' altra quando è possibile stabilire una corrispondenza uni- 
voca e reciproca fra gli elementi delle due zone. Di due elementi. delle di;iey.ono, 
che si corrispondono, l'uno si dice allora immagine dell' altro.:^ J ij:** jV- 
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Ciò premesso, se le due coppie di elementi 

definiscono rispettivamente due zone Z;^ e Z^^ delle due varietà 

Vfc=(yi , y» ) . . . , y*) e V;^= («i , a?, , . . . , a?* , aJ*+i , . . . , x^^) , (A: + r = /*), 
perchè la Z;^ sia rappresentabile salla Z^ è necessario ohe sia: 



(1) 






e d'altra parte anche 



(2) 



^ì = 9i(yi y y» 1 ' ' ' 1 Vh) 

^2 = ?2(yi ; 2^2 ; • • • ; y*) 

Xh-^niVi ) ^2 » • ' ' ; y*^ 



con le /" e le 9 funzioni monodrome definite tra i limiti delle due zone Z^ e Z^ 
rispettivamente. 

Ora noi ci proponiamo dimostrare che, essendo h>k^ se le funzioni f^ del 
sistema (1) sono monodrome ed inoltre continue in tutti i punti della zona Z^^, 
le funzioni 9^ del sistema (2) non possono essere tutte monodrome in ciascun 
punto della zona Z^ ; in altre parole: due zone appartenenti a varietà di di- 
mensioni differenti non sono rappresentabli V una nelV altra con rappresentazione 
continua^ tale cioè che le differenze delle coordinate omonime di due punti di 
una zona siano infinitesime quando sono infinitesime le corrispettive differenze 
delle coordinate dei punti immagini dell' altra zona (^). 

La dimostrazione di questa proposizione nel caso di7^=:2;A; = l ò sempli- 
cissima. Jn tal caso il sistema (1) consta di una sola equazione: 



(\ì .Vedi la mamoria del Prof. F. Giudice ^ Sulla corrispondenza tra due iper- 
8pazii:J)*7iel:trd.*^!i^XIX di questo giornale. 
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mentre il sistema (2) consta di due sole equazioni: 

(20 

f ^$ = ^«(y) } 

con la f monodroma e continua nei limiti (ac/ , x^') , («i" , «j"). La zona Z^ è 
in tal caso ridotta all'intervallo (2^' , y"). 

Supponiamo che al punto y' dell' intervallo Z^ corrisponda il punto {xj , x^') 
della zona Z^ e poniamo: 

( Xi = Xj 
(3) 

Queste equazioni stabiliscono una rappresentazione continua della zona Zf^ 
sa di nn' altra zona ZjJ della V^^ stessa , che è limitata da certi due elementi 

Se r intervallo Z^ non è rappresentabile sulla zona Z^', non è rappresenta- 
bile solla ZJ^. 

La (1') diventa 

(l ") y = AX, , X, + < - a?iO = P^X, , X,) 

con F monodroma e continua entro la zona Z;^'. 

Agli infiniti clementi della zona Z^' che hanno per coordinate (X, y a?/) 
qnando Xj varia per tutti i valori reali tra a?/ ed X/' corrispondono rispettiva- 
mente i ponti deir intervallo Z^ che hanno per coordinata 

(4) y = F(X, ,ic/). 

Se si suppone che y percorra allora tutti i valori reali deir intervallo (y' , y'') il 
teorema è dimostrato; perchè dando alla X, nella (1") un valore ^^a;/ e fa- 
cendo variare la X^ tra se/ ed X/', la 

(4-) y = F(x, , p) 

ripasserebbe per infiniti valori già precedentemente assunti ; e se y,- è uno di 
qaesti; è 

ed a due elementi distinti (p , x^') , (g , p) di Z^' corrisponderebbe io stesso 
elemento y^ deir intervallo (y' , y''). 



• • ••. ••• 

• • » « • 

• • •• • 
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Sapponiamo quindi che variando Xj neir intervallo {x^' , Xj") la y della (4) 
vari nello intervallo (y , >]") che è parte deir intervallo {y* , y"). 

Del pari , agli infiniti elementi della zona ZfJ che hanno per coordinate 
(iCi' , Xg) , quando Xj varia per tutti i valori reali compresi tra x^' ed Xj", cor- 
rispondono rispettivamente gli elementi dell' intervallo (y' , >]/') che è parte an- 
ch' esso di (2/' 7 2^")' 

Allora dei due intervalli (|/' , )j") ed (y' , >]i") uno è compreso nell' altro, 
e sia il secondo compreso nel primo. 

Se y è un punto di questo secondo intervallo, distinto da y', si ha: 

y = F(a;/ -i- e , a?,') = F(a:/ , oc/ + l^) 
con E e [JL non nulli. Cosi ai due elementi distinti 

della zona Z\ corrisponde l'unico elemento y dell' intervallo (y' , y") ed il si- 
stema (2') è polidromo. 

In generale, per A: ed ^ qualunque e ^ < A: e nella ipotesi che all' elemento 
(y/ ) y»' 7 • • ' > Vk) I estremo sinistro della zona Zj^ , corrisponda 1' elemento 
(«i' ; a;,' I ... , XjJ) della zona Z^ , poniamo: 



(5) 



Xi = Xi 

X;^ = iC;^ + ac/ - XjJ 



Le (5) stabiliscono allora una rappresentazione continua della zona Z^^ sulla 
zona Z^' della V;^ stessa, che ha per estremi sinistro e destro , rispettivamente, 
i due elementi: 

[x^ y cc^ , . . . , a?j ) , (Xj , Xj , . . • , X;^ ) , 

e se Z^ non è rappresentabile su Z^' non è rappresentabile su Zj^, 
Le equazioni (1) diventano, allora, per le (5): 

Vi = A(Xi , Xj + X2' - Xi' , . . . , Xfc + Xf,' - ac/) = Fi(Xi , X, , . . . , X J 

, y« = A(Xi , Xa + ajg' - x/, . . . , X^ + «a' - ac/) = F^CX^ , X, , . . , XJ 
(6) l 

y* = ^(X, , Xj + X,' - Xi' , . . . , Xft + «fc' - a;, •) = F»(X, , X, , . . . , X J 
con 14tS Itóyl^drcjme e continue entro i limiti della zona ZJ, 
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Le (2) diventano invece 

•^1 = ?i(yi I s^2 7 • • • > y*) = *i(yi > ^2 > • • • » y*) 
. Xi = 9i(2/i ; y« » • • • » y*) + aJi' - xg' = *2(yi , yi , . • . , y») 

Xa = 9fc(yi > y« , • . • , y*) + «a' - «^a' ^ *A^yi ; y« > • • • ^ y*^ 

e se le ^ non sono tutte monodronie, non sono tutte monodrome le <p. 

Ciò posto: agli elementi della zona Z^^' che hanno le ultime r{h = fc -h r) coor- 
dinate e^ali ad x^' corrispondono rispettivamente gli elementi della zona Z4 le 
cui coordinate y si ottengono dalle equazioni 

t/i — ^i(-^i 7 -^2 ; • • • y ^k ) ^1 > ^1 j • • • > ^1 ) 

t/i — 1^2(^1 > -^2 1 * • • } ^H > «^1 > «^1 > • • • > •'^i ) 



y* = Ffc(X, , Xg , . . . , Xjfc , ce/ , a?/ , . . . , x/) , 

facendo variare X^ , X, , . . . , X^ net limiti della zona Z/. 
Se questi occupassero tutta la zona Zj^ , ponendo nelle (6) 

con g< compreso nel!' intervallo (x/ . X",^^,^) , (ì = 1 , 2 , . . . , r) e non uguale ad 
a?,' per tntti i valori dell' indice t, i sistemi di numeri y 

Vi = FjC^i ? ^1 » • • • > Xjk > Pi f P2 » • • ' ? ?r) 
y2 = ^2(^1 ) ^2 ; • • ' > Xjt , Pi , p, , . . . , p^) 



y* - F*(Xl > ^2 > • • • > ^A > Pi ? Pi > • • • > ?r) > 

che si ottengono facendo variare (X^ , X^ , . . . , X,j) nei limiti della zona Z/, de- 
terminerebbero elementi della ZJ^ coincidenti con altri elementi della zona stessa 
già determinati dalle (8). Così due elementi coincidenti della zona Zj^ corrispon- 
derebbero a due elementi distinti della zona Z^' , e la polidromia del sistema (7) 
sarebbe dimostrata. 

Sapponiamo y pertanto, che, variando (Xj ^ X, , . . . , X;^) tra 1 limiti della 
zona Z^' f V elemento variabile (yi » yg , • . . , yn) non descriva tutta la zona Z^, 
ma la zona i! che ha per estremi sinistro e destro rispettivamente gli elementi 

(y/ > f/9' > ' • • > Vk) 7 (^1' 9 ^12" » • • • » ^ik') ^^ ^ compresa nella zona Z^, Del pari: 
gli elementi della zona Z^ definiti dai gruppi di numeri 

yi ^ ^1(^1 ; ^2 7 • • • ; ^*-i » ^1 » ^A+i 1^1 7 ^1 / • • • > ^1 ) 

ys = i^ 2(^1 > ^2 » ' ' • > X*-i 7 ^1 ; ^fc+i 7 ^ì 7 ^1 > • • ' > ®i ) 
(9) 






y* = ^*(Xi , X, , . . . , Xjfc^i , «/ , X,|+, , x/ , Xi' , J .:. ^jOlÌ) ,<;: 
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che si ottengono facendo variare (X| , X^ , . . . , X]^.^ , ^n+i) ^^^ limiti delia zona 
Z^' occuperanno una zona i'^ che avrà per estremi sinistro e destro rispettiva- 
mente gli elementi (y/ , ys' » • • • ; t/k) > (^i" j ^2" i • • • ^ ^*") ®^ ^ psiTte della 
zona Z;^. 

Le due zone ![' e 1^" che hanno lo stesso estremo sinistro e fanno entrambe 
parte della zona ZJ^ , hanno una zona co comune, che non può ridursi ad un ele- 
mento unico, come è facile vedere con breve meditazione (}), 

Di questa V estremo sinistro è (y^' , y^ t > > . , i/k) ) ^ ^1* (l^i » l^« » • • • 1 V-h) 
restremo destro; sarà, almeno per un certo valore dell'indice /, (i = 1 , 2 , . . . , A:) 

Segue che gli elementi della zona co hanno per coordinate valori delle y 
dati tanto dal sistema (8) quanto dal sistema (9), rispettivamente , per certi si- 
stemi di valori delle variabili indipendenti. 

Essendo £1 )£)»••.. 6^ ^^i parametri, consideriamo i sistemi di numeri 

(10) Xi = a?/ + 6, ,X2=«/ + 68,...,Xfc = < + 6;fc,Xfc^l = X^^2 = -" = X;i = V- 

Questi determinano , per valori delle s sufficientemente piccoli , elementi della 
zona Z\, 
Se 

(yi 7 2^2 ) • • • » Vk) 
è uno di tali elementi; le (8) danno : 

Vi = Fi(aJi' + 61 , aJi' + 6g , . . . , «/ + 6^ , aci' , a:/ , . . . , ac/) 

ya = ^tW + «1 , a?i' + 6» , . . . , a*/ + Sa , a/ , »/ , . . . , «/) 



Ph = Fik(aJ|' + Ei , «/ + s, , . . . , ar/ + 6y^ , «/ , a?/ , . . • , a/), 

mentre le (9) danno alle y gli stessi valori per un certo sistema di valori delle 
X. Questo sistema è del tipo 

e determina un elemento della zona Z\ distinto dair elemento determinato dalle 
(10), essendo lo £ non nulle, per quanto piccole. 

Il sistema (6) è quindi polidromo, epperò tale è anche il sistema (2). 

Foggia, 26 novembre 1903. 



(^) Si può vedere facilmente che conseguenza immediata della ipotesi che la 
zona IO si riduca ad un elemento unico è che tutte le F del sistema (6) siano in- 
di penditi! 4a .wiZcftrto numero di variabili X. 
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CONTItlBUTO ALLA TEORIA DELLA FUNZIONE NUMERICA E(^) 



NOTA 



DEL 



Dott. ILARIO GIULINI 



I. 

Nella mìa dissertazione di laurea air Università di Pavia ho trattato , se- 
condo i consigli del mio Chiarissimo maestro Prof. Ernesto Pascal, della 
teoria della funzione E(x) , e fra gli altri lavori cai ho dovalo rivolgere la mia 
attenzione^ mi sono anche soffermato sulla importante Nota di H e r m i t e: « Sur 
quelqtiea conséquences arithméthiques dee formules de la théorie des fonctions 
elliptiques (^) », nella quale Tillustre Autore stabilisce relazioni fra il numero delle 
classi di forme quadratiche a determinante negativo ed altre note funzioni arit- 
metiche, fra le quali la E(x). Ciò m'ha dato occasione di ottenere per mio conto 
qualche altro risultato in proposito con metodo diverso da quello seguito dal 
saddetto Autore, e sono appunto alcuni di tali risultati che mi propongo ora di 
esporre in questa breve Nota. 

IL 

Comincerò col determinare il valore di alcune somme relative alla funzione 
£(str) ed alla sua generalizzata Eq(x), 

Indicando con E(a;) il massimo intero contenuto in Xj e ponendo con H e r m i t e 



E, 



, . E(x)E(aj+l) E(a: + o-l) /E(x+o-l)\ 

(x)= = (^ ^ ) 



si ha, per note relazioni sai coefficienti binomiali, 

E,(x) = E,_,(l) + E,_i(2) + ....+ E,_i(a:) 
E,(ir) = E-.,(x - 1) + E- ,(«). 



(') Ch. Hermite. Àcta mathematica, V, pag. 297. 
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Si verifica facilmente che 

oo 

2 «='•"' 



^^ 00 

^f^ = >^ e( Jn)»» 



e 

00 



2 E,.,(r)xr' 



00 



1-cc 
Da questa seconda uguaglianza si hanno tosto le due 

00 



(a) SV.e-)»»'-' 



•1» 

00 



l-cc 



=Z=.(\/^) 



♦•=1 

a" 



0^) 



00 



r=l 



00 



= v 



L^9(Jn-aV». 



Dalla (a), sommando per a da 1 ad n, segue: 

00 _Q0 

n 00 m 






+ ; + . . . = 

X 1 — ac 



00 00 



9C 



r-2 



m 



= V*(^) i^a: -^^-'^^^ 



1— a? 



+ . . . 



Confrontando i coefficienti di una stessa potenza di x nei due membri^ si 
ottiene la relazione: 

In modo analogo dalla (^) si ricava: 

(2) 2 ^ A n'» - «-^ = 2 v»('*)(« + 1 - '•'")• 
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Dalle (I) e (2) per q = l ,m = 2, si hanno le due relazioni relative alla fan- 
zione £(x): 

^ E( yj^l) 

(2)" 2]^(>/à) = >](yi+l-fc«). 

Oli /TBI 

Come si vede il metodo che adoperiamo consiste neir assumere come coeffi- 
cienti di uno sviluppo indefinito certe determinate espressioni concernenti le 
funzioni E(a:) , E^(x) ; data una diversa forma allo sviluppo , dal confronto dei 
coefficienti di uguali potenze della variabile, seguono relazioni di cui (l) e (2) 
sono esempì. 

III. 

Passo ora alla determinazione di uguaglianze di natura diversa, le quali le- 
ggano la funzione E(a:) al numero ed alla somma dei divisori di una certa forma 
di una determinata successione di numeri. L'H ermi te, nel lavoro citato, dà 
alcune di tali formolo ricavate da equazioni offerte dalla teoria delle funzioni 
eilìttiche; un semplice metodo aritmetico m'ha dato modo di determinarne molte 
altre, delle quali ne dò due quale esempio. 

Si tratti di determinare il numero e la somma dei divisori della forma mk 
dei numeri 1 , 2 , . . . , n , essendo m un intero dato, e k percorrendo la successio- 
ne 1,2,..., E(^ ). 

Intanto i divisori dei numeri 1 , 2 , . . . , n, sono tutti e soli quelli della 
tabella 



1,2,..., E^^-j 
1 , 2 , . . . , E( -j 



1 
ed i divisori della forma mk sono 

m , 2m , , km 

m , 2m , , fc'm 



m 

VOX^. ZLII. 14 
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dove è 

k = E(^) , A:' = Ef-^) , . . . . 

Perciò il loro numero è 
La loro somma è 

4" ;; + . . . : h + •< 

2 2 2 2 

Possiamo dare nn' espressione più semplice a questa somma osservando che 

00 

^ \m/ 1 -X 



2 «"■"' 

Al solito sommando per a da 1 ad n, e confrontando i coefficienti di una stessa 
potenza di x nei due membri, si ottiene la relazione: 



£ 






*=i '• jf=i 



Quindi indicando con a(r) la somma dei divisori della forma mk del numero 
r, sarà: 

(4) a(l) + o(2) f- . . . + o(n) = J «ir E (— ) • 



rt-, ^""l^ 



IV. 



In modo analogo determinerò il numero e la somma dei divisori di 1 , 2 ^ . , . n, 
della forma mk + h essendo m , h interi dati. 
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Evidentemente essi sono tutti e soli quelli del quadro 

h f m + h , 2wi + ^ , . . . , km + h, 
h f m + h y , fe'm 4- h. 



dov'è 

Essi sono adunque in numero di 

^^ \ mr / *^ \ mr ' 

dove naturalmente i sommatori vanno estesi fino a che V argomento della fun- 
zione £ diventa minore di 1. 

Anche a quest'espressione si può dare forma analoga alla (3) mediante una 
semplice trasformazione. 

Si osservi che è 

co 00 



— ^ *^\ «r / 1 — ce 1 — 



«r / 1 — se 1 — ac 

00 00 00 

n=l n=l n=l 

= — + ; H + . . . = 

= Se(^)...£e(-^J......; 

n—\ nva\ ir ' 

donde, paragonando i coefificìenti di uguali potenze di x, 

Qaindi il nomerò dei dìTisori della forma mk + h della successione 1 , 2 , . . . n , 
è espresso da 



£ 



<« ^«(iii^J 
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La loro somma è data da 



(mk + 2h){k + 1) (mk' + 2h)(k' + 1) 

7Z H :: + . • . = 



Con metodo affatto analogo a quello usato fin qui si dimostra che: 



\fn-k-h) \ m ) 



'^i »-i 



perciò indicando con p(r) la somma dei divisori mk + h di r, si avrà 



p(i) + m + ... + m = m y fcE ( --— J + 'i S E ( -F^) • . . = 

r-* \'mk + h' ri ^mk + h' 



K=i^) 



(6) = g (.. + .) E (^) 



Riassumendo, possiamo dire che: Il numero e la somma dei divisori di 1 , 2 , . . . , n 
della forma wifc, oppure wifc+/i, sono dati rispettivamente da 



I^(") . 2-0 



dove r percorre nel primo caso la successione dei numeri della prima forma 
mk , nel secondo quella dei numeri mk + h , fino al massimo di essi conte- 
nuto in n. 
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G. LORIA— SPEZIELLE ALGEBRAISCHK UND TRANSSCENDENTE 

EBENE KURVEN 



THBORIB UND GESOHIOHTE {^) 



Beoensione di Giulio Vivanti 



Qaesta pregevolissima opera, che riempie una lacuna da tempo sentita , ha 
avuto la sua origino da un concorso aperto, alcuni anni or sono, dall' Accade- 
mia delle Scienze di Madrid , nel quale il Loria riusci vincitore. E ben può 
dirsi che pochi trionfi furono più meritati di questo, se si considerino le molte- 
plici difficoltà contro cui 1' autore ebbe a lottare. Anzitutto si trattava di racco- 
gliere tutto ciò che esìste nella letteratura matematica sulle varie curve piane — 
un materiale immenso , dacché non v* è campo delle matematiche pure ed ap- 
plicate in cui non figurino numerose tali curve; basti dire che l'indice alfabe- 
tico degli autori che si trova in fine dell'opera conta quasi 700 nomi. Ma, se 
qaesta parte del lavoro esigeva una pazienza ed una diligenza non comuni, 
un'altra e più importante richiedeva larghezza di coltura ed elevatezza di vedute: 
quella consistente nel classificare il materiale raccolto , nel trasformare un am- 
masso caotico in un edifizio elegante ed armonico. Due sono principalmente i 
criteri ordinatori che avrebbero potuto adottarsi; il sistematico e il cronologico — 
e nessuno dei due era esente da obiezioni. La soluzione del difficile problema 
escogitata dall' autore contempera i due criteri, riunendo i vantaggi dell' uno e 
dell' altro. Egli prese per base fondamentale della classificazione delle curve la 
loro rappresentazione analitica. Divise perciò l'opera in 7 parti, dedicate, le pri- 
me 4 alle linee speciali di ordine determinato (lo e 2o, 30, 4°, superiore al 4o), 
la quinta a quelle d'ordine qualunque, la sesta a quelle trascendenti, la settima 



(') Autorisirte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe 
von Fritz Schtltte. Leipzig, Teubner, 1902, XXl-744 p. e 17 Tav. 80 (Voi. V della 
B. G. Teubner's Sammlung von Lehrbuchern auf dem Gebiete der mathemathischen 
Wissenscbaften). 
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a quelle dedotte da altre linee mediante certi processi analitici o geometrici. Cia- 
scuna parte fu poi suddivisa in capìtoli, mantenendo in tale suddivisione, in 
quanto fosse possibile, Tordine cronologico. 

Né erano questi i soli punti che esigevano un' attenzione speciale. 

Bisognava decìdersi, per lo studio delle curve, tra il metodo sintetico e Ta 
nautico; tale questione fu risolta implicitamente dall' autore colla scelta del suo 
criterio di classificazione. 

Bisognava ancora stabilire che cosa si dovesse dire delle varie curve. E- 
sporre tutti i teoremi ad esse relativi sarebbe stato impossibile senza dare al- 
l' opera una mole enorme; V autore si è limitato a darne l'origine e le proprietà 
principali e ad indicare i metodi di ricerca ad esse applicabili. 

Infine bisognava dare unità organica alle ricerche multiformi relative ad 
ogni singola curva o famiglia di curve. In ciò 1' autore è riuscito così egregia- 
mente, che ciascun capitolo del suo libro ha l'aspetto di una vera monografia; 
tanto è conforme il metodo di studio, tanto è rigorosa e ininterrotta la succes- 
sione logica degli argomenti, che, se si sopprimessero le citazioni, si potrebbe 
credere che tutti i risultati sieno parti d'uno stesso genio, quali por secoli furono 
creduti quelli esposti da Euclide. 

Sarebbe vana impresa voler dare un'idea adeguata^ nel breve spazio di una 
recensione, di ciò che contiene di bello e d' interessante V opera del Loria. 
Tenteremo una rapida scorsa attraverso ad essa, per mostrarne, se non altro, 
l'architettura. 



La Parte prima f che l'autore volle, con frase greca, miìio\^Te Luoghi piani 
e solidi, si divide in 3 capitoli tutti brevissimi, che trattano della retta, del cer- 
chio e delle coniche. Dopo aver osservato come sia impossibile sapere chi abbia 
per primo considerato geometricamente la retta, l'autore parla delle varie defi- 
nizioni di essa e della sua importanza tanto nella geometria metrica che in quella 
di posizione. Anche del cerchio sono ignote le origini ; l'autore accenna ai ten- 
tativi che si fecero per quadrarlo ed alla parte che esso ha nella geometria co- 
struttiva. Il capitolo sulle coniche è , più che altro, una rassegna dei nomi dei 
vari matematici che concorsero alla creazione ed ai progressi della teoria di 
queste linee. 



* 



La Parte seconda — Curve del So ordine — si compone di 14 capitoli. 

Il Gap. lo tratta della classificazione delle cubiche. Partendo dal teorema, 
che ogni cubica reale ha almeno un flesso reale, si arriva ai classici risultati di 
Newton e dei suoi continuatori. Un'osservazione importante è questa: che tutte 
le cubiche finora studiate^ o sono razionali, o circolari (passanti pei punti ci- 
clici) l'uno e l'altro insieme; fanno eccezione soltanto tre curve, e con un breve 
cenno su queste si chiude il capitolo. 
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11 Cap. 20 si occupa delle cubiche razionali in generale; dà la loro rappre- 
sentazione parametrica , le varie forme canoniche della loro equazione, la teo- 
ria dei poligoni di Steiner in esse inscritti, e i risultati ottenuti da Raffy 
rignardo alla rettìficabilità delle cubiche razionali mediante le funzioni di genere 
minore di 3. 

Il Cap. 30 contiene la teoria generale delle cubiche circolari: equazione, fuo- 
chi, teoremi fondamentali. 

I Cap. 40 e 50 trattano delia cissoide — una delle varie curve inventate per 
risolvere il problema della duplicazione del cubo — e delle sue generalizzazioni. 
A proposito della cissoide, che è una cubica razionale e circolare, merita di es- 
ser ricordata l'osservazione, che gli antichi consideravano di essa solo la parte 
interna al cerchio generatore ; questa , insieme al semicerchio che va dall' uno 
air altro de' suoi estremi, dà press* a poco la figura d'una foglia d'edera, donde 
il nome. Le generalizzazioni della cissoide sono parecchie: la cissoide obliqua^ 
le cissoidi delle coniche — particolarmente importanti perchè come tali possono 
considerarsi tutte le cubiche razionali non aventi 3 flessi all' infinito — , le cis- 
soidi di curve qualunque, che però solo in casi speciali sono cubiche, la ofluride, 
podaria della parabola rispetto ad un punto della tangente nel vertice. 

I Cap. 60 e 70 sono dedicati alla parabola di Cartesio ed al folium di 
Cartesio^ due cubiche razionali d' interesse assai limitato. 

I Cap. 80 e 90 trattano della strofoide, retta e obliqua, e delle sue genera- 
lizzazioni; il C. IO® della concoide di SI use] il C. Il» delle cubiche razionali 
tangenti alla retta all' infinito. 

II Cap. 12o è dedicato alla versiera, visiera e pseudoversiera, tre curve che 
furono confuse tra loro. La versiera, scoperta da G. Grandi e studiata da M a- 
ria Gaetana Agnesi, è una cubica razionale. Diversa da essa, benché si- 
mile nella forma, è quella curva che Peano chisLinò visiera d' Agnesi; essa è 
una cubica razionale circolare. Infine il Loria dà il nome di pseudoversiera 
ad una linea erroneamente chiamata da Longchamps curva d'A g n e si, linea 
che può dedursi dalla versiera per affinità, e mostra come essa, anziché essere 
nuova, sia stata considerata da Leibniz e da Huygens, e prima di que- 
sti da J. G r e g r y, e come z a n a m l'abbia studiata sotto il nome di qua- 
dr air ice geometrica. 

Nel Cap. 130 riscontriamo tre cubiche razionali trisettrici (cioè atte a risol- 
vere il problema della trisezione d' un angolo), alle quali sono attaccati i nomi 
di Maclaurin, Catalan e Longchamps. La prima di esse può dedursi 
da un cerchio mediante un metodo di trasformazione che S e h o u t e chiamò 
trasformazione di Maclaurin; ed è interessante ad osservare che con que- 
sto metodo di trasformazione, scegliendo in modo opportuno i 3 punti fissi e 
la retta fissa da cui esso dipende , *8i può ottenere da un cerchio successiva- 
mente, oltre la curva accennata , la pseudoversìera , il folium , la cissoide e 1 a 
strofoide retta. 

Infine il Cap. 14^ tratta della cubica duplicatrice di Longchamps del 
folium parabolico retto e obliquo, e termina con un cenno su altre cubiche di mi- 
nore importanza. 
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* 

La Parte terza — Curve del 4o ordine — contiene 16 capitoli. 

Anche qui si comincia, col Gap. !<*, a considerare il problema della classi- 
ficazione delle quartiche. Dopo aver accennato a vari tentativi di classificazione, 
Tantore osserva come più consono alle idee moderne sia il metodo fondato sulla 
considerazione del genere e dei moduli , od anche quello che parte da circo- 
stanze topologiche. Analogamente a quanto si è notato per le cubiche, le quar- 
tiche che furono oggetto di studi speciali sono tutte o razionali, oppure ellitti- 
che bicircolari (cioè di genere uno ed aventi punti doppi o cuspidi nei punti ci- 
clici); di alcune curve che non appartengono a nessuna di queste due classi si 
fa un cenno alla fine del capitolo. 

Il Gap. 2o tratta delle quartiche razionali in generale, dei vari metodi con 
cui esse si possono studiare , di un problema sulle coniche che conduce alle 
quartiche razionali, infine del trifoglio parabolico o curva del 4fi ordine con un 
punto triplo. 

Il Gap. 30 studia le quartiche ellittiche in genere, e più particolarmente le 
bicircolari. 

Nel Gap. Ap si incomincia lo studio delle quartiche speciali colle spiriche di 
Perseo, che sono le intersezioni d'un toro con piani paralleli all'asse. Queste 
curve possono anche ottenersi mediante costruzioni nel piano ; esse sono bicir- 
colari, e possono definirsi come il luogo dei punti da cui una conica a centro 
è vista sotto angolo costante (curve isottiche), È utile notare , che nella rappre- 
sentazione conforme data dalla relazione w = snz al sistema ortogonale delle retto 
parallele agli assi del piano z corrisponde nel piano w un sistema ortogonale di 
spiriche. Importanti proprietà ha la spirica con punto doppio^ o lemniscata di 
Boothj essa può ottenersi da una conica mediante una trasformazione per raggi 
vettori reciproci, ed è anche la podaria d'una conica rispetto al centro. 

Ad una curva'molto più nota, la concoide di Nicome de, è dedicato il 
Gap. 50, ed alle generalizzazioni di essa 11 Gap. 6»; fra queste ultime sono note- 
voli le concoidi del cerchio^ alle quali appartiene la Ztcmaca di Pa9 e a^ Un caso 
speciale della lumaca di Pascal è la cardioide^ che appartiene alle quartiche 
tricuspidali; di queste linee si occupa 11 Gap. 7^. La cardioide è la polare reci- 
proca della trisettrice di Maclaurin rispetto ad un cerchio opportunamente 
preso. L* equazione intrinseca della cardioide: 

«« -h 9 R* = (8a)* 

conduce alla generalizzazione di essa: 

«« + (2n + l)*R* = 6», 

a cui fa dato il nome di cardioide stellata. Un' altra curva della famiglia con- 
siderata è la ipocicloide tricuspide, che ha notevoli proprietà; p. es. sì possono in- 
scrivere in essa infiniti triangoli equilateri, la sua lunghezza è 16 volte il raggio 
del cerchio inscritto, e la sua area il doppio di quella di tale cerchio. 
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A certe podarie della ipocicloide tricuspide è dedicato il Gap. S^. Dna di que- 
ste è il trifoglio obliquo^ che comprende come casi speciali il trifoglio retto ed 
il ìnfoglio retto'^ queste curve sono anche^ insieme al trifoglio regolare, casi par- 
ticolari della podaria di B r o car d. 

Dopo la concoide si presenta in ordine cronologico un altro tipo celebre 
di curve, le ovali di Cartesio (Cap. 9^) , di cui è nota l'importanza nell'ot- 
tica, e che hanno anche segnalate proprietà geometriche. 

Il Cap. IQo tratta della parabola virtuale^ di cui il suo scopritore, Grego- 
rio de S. Vincent, diede sei diverse costruzioni , e di altre curve aventi 
con quella comune la proprietà di essere polizomali simmetriche. Si dicono po- 
lizomali le curve la cui equazione ha la forma: 



2 VU, = 0, 



dove le Uj sono polinomi; di esse in generale si occupa un capitolo successivo 
dell' opera del Loria. L' equazione generale delle quaitiche polizomali simme- 
triche è: 

dove /■, ed /j sono polinomi qualunque di secondo grado. 

Nel Cap. 11^ si studiano le quartiche razionali con un nodo di contatto: 
curva kappa, concoide di Killp, curva di Jerabek, quartiche piriformi^ 
apiana. Un capitolo speciale (Cap. 12°) è dedicato a certe curve il cui nodo di 
contatto è all' infinito; esse si dicono concah\ e si definiscono come il luogo dei 
ponti, il prodotto delle cui distanze da un punto F e da una retta r è costante. 
11 luogo dei punti tali, che i punti di contatto di due delle tangenti condotte da 
essi ad una concale sieno allineati col punto fisso F ad essa relativo, è una quar- 
tica razionale, che si dice cissoide di quarto ordine^ perchè in un caso speciale 
si sdoppia in una retta ed in una cissoide. 

Nel Cap. 13^ compare un' altra linea celebre , la curva di Cassini^ che 
il suo scopritore credeva potesse rappresentare 1' orbita della terra meglio del- 
Tellisse, e nel Cap. 1A9 un suo caso particolare, la lemniscata di Bernoulli\ 
e l'autore fa osservare come relativamente tardi (da P. Ferroni nel 1782 e 
da G. Saladini nel 1806) si sia riconosciuto che la lemniscata è una curva 
cassiniana. Insieme alla lemniscata si considerano tutte le quartiche aventi come 
essa tre punti doppi ad inflessione. L'equazione canonica di tali curve è: 

a,x,»X3* + a^x^x^^ + a^x^^x^ = , 

ed una loro importante proprietà è questa, che le 4 tangenti condotte ad una 
di tali curve da un punto qualunque di essa hanno i punti di contatto in linea 
retta e formano un fascio equianarmonico. 

VOL. XLU. 15 
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Il Cap. 150 è dedicato a dae quartiche razionali circolari^ la conchiglia (Mu- 
schellinie) di D ur er e la tHsecante. 

Il Cap. I60 finalmente tratta di alcune quarticho dedotte dalle coniche: laogo 
dei punti medi delle corde di lunghezza data , luogo dei poli di queste corde, 
curva parametricaf curve iaogone, curve di livello , luogo dei centri delle coni- 
che simili ad una data conica ed inscritte in un dato triangolo^ luogo dei centri 
delle coniche circoscritte ad un dato triangolo e i cui assi hanno un rapporto 
dato, luogo dei centri dello coniche simili ad una data conica ed aventi comune 
un triangolo autoconiugato. 

La Parte quarta tratta delle Curve di ordine determinato superiore al quarto, 
e si divide in 6 capitoli. 

Il Cap. lo considera le curve dedotte dalle coniche. Dopo aver osservato 
che nulla quasi si è fatto finora per la classificazione delle quintiche^ e che 
nessuna di queste curve ha ricevuto ancora un nome speciale, l'autore passa in 
rassegna alcune linee del G» e deli' 80 ordine che si deducono dalle coniche; fra 
le prime notiamo la radiale dell' ellisse e delT ipcrbola. 

Il Cap. 2o è dedicato all' astroide (inviluppo d' una retta mobile di cui due 
punti percorrono due rette fisse); alle sue generalizzazioni^ e ad una sua podaria, 
lo scarabeo. Tanto Tastroide che lo scarabeo souo sestiche. L'astroide è un parti- 
colare inviluppo oUstoidaUj designandosi con tal nome l'inviluppo d'una retta d'un 
piano mobile due punti del quale percorrono due linee fisse (direttrici)^ mentre 
olistoide si dico la traiettoria d' un punto del piano mobile; essa corrisponde al 
caso in cui le direttrici sono due rette e la retta mobile è la congiungente dei 
due punti che percorrono le direttrici. Se le direttrici sono una retta un cer- 
chio; la traiettoria di un punto di quella congiungente è una quartica polizomale 
simmetrica; se le direttrici sono due cerchi; la traiettoria è la curva di Wattj 
linea molto importante nella teoria delie macchine a vapore. Di questa curva e 
di una sua generalizzazione ; che sono ambedue sestiche tricircolari ; si occupa 
il Cap. 30. 

Il Cap. 40 tratta di varie curve del 6° ordine: la nefroide, Vatriftaloide, la 
cranioidej ed accenna pure a due linee, V una del 6°, l'altra dell' 8^ ordine, non 
aventi nomi speciali, e originate da problemi astronomici. 

Il Cap. 50 parla di due curve di limitato interesse: il trlfolium pratense e 
la cornoide. 

Infine nel Cap. 60 si fa cenno d'una serie indefinita di curve che si possono 
dedurre dall'integrale ellittico speciale (lemniscatico): 



»=i 



* di 




n/1-I* 



e coordinate dei loro panti si ottengono eguagliando le parti reali e le imagi- 
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narie dei due membri della: 

a? -f ty = 8n{m -f in) u , 

dove m ed n sono due numeri interi primi tra loro. Per m = n = 1 si lia una 
retta; per m = 1 , n = 2 una curva razionale quadricircolare del 9° ordine ; per 
m = 2 , n = 3 una curva razionale l^-circolare del 25^ ordine. 

La Parte quinta — Curve algebriche speciali d'ordine qualunque — consta di 
19 capitoli. 

Dopo una breve introduzione (^Cap. l©), si viene a considerare le curve ot- 
enute generalizzando V equazione di linee note, e in particolare delle coniche. 

Si presentano dapprima (Gap. 2^) le parabole d^ordlne qualunque: 

una famiglia di linee non molto importante, che contiene però curve assai noto, 
qnali ìs. parabola semicubica fn = '-j, la cubica (?i = 3) , la biquadratico^cu- 

ò/cci ( n = - ) e le parabole considerate da Fagnano (»— , dove m è 

\ ó^ ^ ^ \ m+2 

un numero razionale qualunque). 

Vengono poi (Cap. 3^) le iperbole d'ordine qualunque: 

aventi la proprietà negativa che nessuna di esse è rettificabile con funzioni ele- 
mentari. 

Seguono (Cap. 4©) le perle: 

x'{a±xY=-^y^ 

{p y r , s interi positivi primi tra loro), la cui equazione è una generalizzazione 
dell'equazione d'una conica riferita ad un vertice. 
Anche le curve di Lamé (Cap. 5o): 



(?)"-(?)"= 



1 



possono riguardarsi come generalizzazione delle coniche. Mediante una prole- 



) 116 )( 

zione si ottengono dalle curve dì Lamé le curve triangolari simmetriche , la 
cui equazione in coordinate omogenee è: 



(^)"-(s)"^(r- 



Infine (Gap. 60) si hanno le curve polizomali^ già sopra definite, la cui equa- 
zione è un' estensione dell' equazione delle coniche a centro: 

V(a; -I- c)* + y* =fc ^{x - e)* + y* - 2a = 0. 

Altre curve si ottengono (Gap. 7^) generalizzando, non già l'equazione, ma 
certo proprietà geometriche delle coniche. Cosi, considerando che i segmenti de- 
terminati su due tangenti fisse ad una parabola da una tangente mobile sono 
legati da una relazione lineare, si può studiare l'inviluppo delle rette tali che i 
segmenti determinati da esse su n rette fisse , contati a partire da certi punti 
fissi di queste, sieno legati da una relazione lineare; le linee cosi definite diconsi 
curve di D arò oux di 1^ specie, e sono d' ordine 2(n — 1) e di classe n. Per 
n = 3 si ha r ipocicloide tricuspide, per 71 — 4 una curva detta iperciclo. Conside- 
rando invece che una tangente mobile ad un cerchio forma con due sue tangenti 
fisse un triangolo di perimetro costante, si è condotti a studiare l'inviluppo delle 
rette tali, che la somma dei perimetri dei triangoli da esse formati con n cop- 
pie di rette fisse sia costante; le linee cosi definite diconsi curve di D a rbouac 
di 2<* specie, esse sono razionali circolari di classe 2n. Generalizzando poi la 
proprietà dell' iperbola equilatera di avere gli asintoti ortogonali, si giunge a 
curve aventi n asintoti concorrenti in un punto ed egualmente inclinati fra loro; 
tali curve diconsi equilatere. 

L' autore assume ora un nuovo punto di vista , studiando le curve la cui 
forma ha qualche carattere prestabilito. Fra queste si presentano prime (Cap. 8o> 
le rodonee di G. Grandi, la cui equazione polare è: 

p = sen |Ji(o , 
oppure: 

p = cos piu) ; 

a 

se u è un numero razionale ^ t 1& rodonea ha la forma d'un fiore simmetrico ad 

b 

a a 2a foglie, secondochè a e & sono non sono ambidue dispari, e a 6 strati; 
r ordine è nei due casi rispettivamente (a -i- 6) e 2(a + 6). Le rodonee si otten- 
gono anche come soluzione del problema cinematico di trovare la traiettoria 
d' un punto che oscilla lungo una retta mentre questa ruota intorno ad un 
punto. 

Un problema analogo a quello del capitolo precedente è quello (Cap. 9o) dì tro- 
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vare le forme geometriche delle foglie delle piante. Osservando che le foglio sono 
finite e simmetriche rispetto ad un asse, ed ammettendo inoltre che tutte le corde 
passanti per un certo punto dell'asse di simmetria abbiano lunghezza eguale, 
si ottiene per V equazione polare del contorno riferita a quel punto come polo e 
all'asse di simmetria come asse polare: 

p = a^ + a|COS(o + Ojces'io -f- . . . + a2p+|COS*^'io , 
od anche: 

p = 60 + òjcosw + òjCOsSio + . . . + &ip+|C0s(2/> + l)w , 

dove p è un numero intero positivo qualunque. Si vede che il raggio vettore 
della curva è la somma dei corrispondenti raggi vettori di (p f 2) rodonee, una 
delle quali si riduce ad un cerchio. 

Parimenti (Gap. 10<>) si è voluto trovare il profilo dell'uovo od ovale; si sono 
pure cercate le curve triangolari^ meglio tricuspidali, le quali hanno per evo- 
late delle specie di ovali dette curve orbiformi. 

Tìt feconda di risultati è stata la generalizzazione dei classici problemi della 
duplicazione del cubo (o inserzione di due medie proporzionali) e della trisezione 
ddVangolOy perchè ne hanno avuto origino numerose curve moltiplicatrici me- 
diatrici (Gap. Ilo) e settrici (Gap. 12o). 

L' autore passa ora a studiare le curve che ammettono trasformazioni in 
tè stesse^ e cioè le curve aventi centro assi di simmetria (Gap. 13o), e le curve 
autopolari, anallagmatiche e di direzione (Gap, 14o). Ogni curva autopolare ri- 
spetto ad una conica: 

ac,* + «,« + «4» = 

ha la proprietà di costituire^ insieme alla conica stessa, V inviluppo della fami- 
glia di coniche: 

2(S|ai + 5t«i + ?8a:s)* - (5i* + 5i* + 5«*)(«i* + «t* + «8*) = , 

dove ^t jit j ^3 sono funzioni d'un parametro. Ogni curva analtagmatica (cioè 
che si trasforma in sé stessa per un' inversione) è l' inviluppo delle infinite po- 
sizioni d' un cerchio ortogonale al cerchio d' inversione , il cui centro percorre 
una certa curva (deferente). Sono notevoli le curve anallagmatiche più volte cir- 
colari; esse sono un caso speciale delle curve di potenza studiate prima da F e- 
tersen e poi da Ruffini. Le curve di direzione si comportano alquanto di- 
versamente da quelle or ora considerate , perchè per certe trasformazioni geo- 
metriche non si mutano in sé medesime ma in curve della stessa natura. 

La teoria delle funzioni di variabili complesse conduce allo studio di inte- 
ressanti curve algebriche. Ed anzitutto (Gap. ìò% sotto il titolo di geometria dei 
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polinomiy Tantore ci presenta la teoria delle carve ottenute egnaglìando a zero 
le parti reale e imaginarla d' un polinomio complesso , e di quelle che , nella 
rappresentazione conforme definita da un polinomio, corrispondono alle rette ed 
ai cerchi del piano della variabile indipendente. Queste ultime si chiamano ri- 
spettivamente iperbole e lemniscate d* ordine superiore. Le iperbole d'ordino su- 
periore, dette pure stelloidi^ possono anche definirsi come il luogo dei punti tali 
che Ja somma delle inclinazioni su una retta fissa delle loro congiungenti con n 
punti fissi è costante. L' equazione generale degli stelloidi è: 

aP(af,y) + &Q(cB,y)=0, 

dove a , b sono costanti, P , Q le parti reale e imaginaria d' un polinomio com- 
plesso. Mantenendo a P , Q questo stesso significato, le curve: 

\dx) \^y ) 5.y dif 

d X d X 



si dicono rispettivamente linee isodinamiche e linee alisiche, 

A nuove curve conduce il problema di determinare le linee rettificabili me- 
diante date funzioni, ossia mediante archi di date linee. Di questo problema si 
occupò Eulero, senza però risolverlo completamente. Furono tuttavia deter- 
minate le linee rettificabili mediante archi di parabola, di cerchio, dMperbola 
(Gap. 16o), di ellisse (Gap. 17®), di lemniscata (Gap. 18o). La lemniscata, la cui 
equazione polare è: 



p*= — — cos2(o , 



può considerarsi come un caso particolare della curva: 



« (20)*» 
p" = — -p-cosnw 



che si dice spirale sinusoide, e che per 7i = 1 si riduce ad un cerchio. Una pro- 
prietà importante delle spirali sinusoidi è, che tanto la loro lunghezza s quanto 
la loro area S^ sono esprimibili por integrali euleriani di seconda specie; si ha 
infatti: 

s„ = a — — — , S„ = 2 " «Ita» — — -• 
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Infine lo stadio di certi fenomeni acustici ha dato luogo alio curve di Li 9^ 
sajous (Gap. 19o), rappresentate dalle equazioni parametriche: 

x = a sen (mt + e) , y =^b sen nt , 
dove, a, b, e sono costanti qualunque ed m, n numeri interi primi ira loro. 

La Parte sesta ci conduce alle curve trascendenti. Essa consta di 25 ca- 
pitoli. 

Dopo una breve introduzione (Gap. l^), si prendono a considerare (Gap. 2o) 
le quadratici^ o curve atte a risolvere il problema della quadratura del cerchio: 
quella di Dino strato ^ quella di Tschirnhausen (linea affine alla si- 
nusoide)^ e la cocleoide ; e insieme ad esse si fa cenno di una quadratrìce del- 
V iperbola. 

Segue cronologicamente la spiiale d^ Archimede (Gap 3^) p nauj^ che 
ha, tra le altre, la proprietii caratteristica che la sua concoide è egaalc ad essa; 
prima che questo teorema fosse conosciuto, si era dato alla concoide della spirale 
d'A rchimede il nome di neoide. Golia spirale d' Archimede si connettono 
(Gap. 4o) le spirali di grado superiore: 



p*=a*-- (fe numero intero positivo), 



che ne sono una generalizzazione, la spirale di Galileo: 

p = a — 6 co* , 

il luogo degli estremi delle cui sunnormali polari è una spirale d' A r e h i m e- 
de, e le spirali paraboliche: 

{^ — a)^ = 2apco. 

Tutte queste linee appartengono alla classe delle spirali algebriche, cioè delle 
curve la cui equazione polare è algebrica. Le spirali algebriche (Gap. 5o) hanno 
la proprietà di appartenere tutte ad un sistema algebrico^ cioè che per ogni punto 
del piano passa un numero finito |x di esse e che ogni retta del piano è tangente ad 
un numero finito v di esse; 1 numeri |Jl , v si dicono, come è noto, le caratteristiche 
del sistema. Oltre a quelle considerate, sono spirali algebriche la spirale iper- 
bolica pw = a ed il lituo di Cotes p»(a — w) = a*. Invece non è algebrica 
(Cap. 6o) la spirale logaritmica p = ae^^\ da essa si deducono altre curve, quali 
la spirale additiva e la sottrattiva^ la spirale doppia logaritmica e la concospi- 
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tale. Una delle proprietà della spirale logaritmica è, che il raggio di curvatura 
è direttamente proporzionale all'arco; la curva in cui invece il raggio di curva- 
tura è inversamente proporzionale all' arco bì dice clotoide (Gap. 7o). Tanto la 
spirale logaritmica che la clotoide sono casi speciali delle curve aventi 1' equa- 
zione intrinseca R = ka^ : una proprietà comune a tutte queste curve è che la 
loro evoluta è una linea della stessa specie: 

1 *«»-* 
R - mkT 8 "* . 

Lo studio geometrico del movimento dà origine a varie ed importantissime 
curve, di cui basta citare i nomi: la cicloide ordinaria, allungata ed accorciata 
e le sue generalizzazioni — cicloidi di Ferra at e cicloide secondaria di M. Ricci 
(Gap. 8o); le epicicloidi^ ipocicloidi ed evolventi del cerchio (Gap. 9o); le pse-vdo- 
cicloidi, generate dalla rotazione d' un cerchio imaginario sopra un altro pure 
imaginario (Gap. IQo); le curve di Delaunay e di Sturm , generate dal fuoco 
e dal centro d'una conica che rotola sopra una retta, la prima delie quali ci dà 
la forma del meridiano della superficie di rivoluzione a curvatura media costante 
(Gap. Ilo); la curva sintrepente ad una curva data, cioè tale che le due curve 
ruotando intorno a due punti fissi possono restare costantemente a contatto 
senza strisciare Tuna sull'altra, e le curve Isotrepenti, cioè sintrepenti a sé stesse 
(Gap. 120). 

A problemi che risalgono alle origini del calcolo integrale sono dovute le 
curve di Debeaune e le loro generalizzazioni (Gap. 13o), le curve di R ib an- 
co ur, che più giustamente dovrebbero portare il nome di Giovanni Ber- 
noulli (Gap. 14*^), la spirale di Norwich o di Sturm (evolvente dell' e- 
volvente del cerchio) e la curva d* Eulero (Gap. Ib^), 

Anche la teoria delle funzioni ha dato origine a varie linee trascendenti: la 
sinuboide e le sue analoghe, e le curve i per trigonometriche (Gap. 16o), cioè nelle 
cui equazioni le funzioni trigonometriche entrano in modo meno semplice che 
non in quelle delle precedenti, quali: 



y = 6^ 



cos - , cos my = k cos mx , y = a sen sen ce , y = sen**» ; 
a 



la curva logaritmica e le sue analoghe, tra cui la curva i per geometrica di W al- 
ti s (Gap. 170); le curve che hanno caratteri del tutto diversi da quelle ordina- 
rie, come quella che rappresenta la funzione di Weierstrass priva di deri- 
vata, quella dì Peano che riempie tutta un'area, le linee poligonali di Or ave 
che constano di infiniti tratti rettilinei (Gap. 18°). 

Dalla teoria delle trasformazioni geometriche sono nato le curve W di Klei n 
e Li e (Gap. 19o) e le linee di Mer cat or e di Sumner (Gap. 20o). 

Infine molte e notevoli linee hanno avuto la loro origine dalle scienze ap- 
plicate. Tali la trattrice e le sue generalizzazioni (Gap. 21 o)- la catenaria e le 
sue generalizzazioni (Gap. 22o); la curva elastica lintearia, la paracentrica iso- 
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cronOf e la linea meridiana del corpo di rotazione che, movendosi in un fluido 
in direzione dell'asse, subisce la minima resistenza (Cap. 23o); rerpoZo(?m (Cap. 24©); 
la curva elettromagnetica di Weyr, le curve magnetiche di Aousty la spirale 
di Schubert, e le linee di Oalton dovute a ricerche biologiche (Gap. 25^). 

* 

La Parte settima tratta delle curve dedotte da altre , e si compone di 12 
capitoli. 

Il Cap. lo considera un metodo di trasformazione , che consiste nel sosti- 
taire alle coordinate che figurano nell' equazione d'una curva coordinate d'altra 
natura lasciando invariata la forma dell' equazione. Per esempio nell' equazione 
puntuale d'una curva alle coordinate cartesiane possiamo sostituire le plllckerianc 
(principio di dualità), le polari (Varignon), le intrinseche (Cesare), l'arco e 
Tangolo di contingenza (P e t e r s e K r a u s e), l'ascissa e l'arco (T o r t o 1 i u i), 
l'arco d'una curva fissa compreso tra un suo punto fisso e il piede della normale 
passante pel punto considerato e la lunghezza di questa normale (P e t r o v i e h). 
Degne di nota sono le linee che si ottengono dalle parabole d'ordine superiore 
mediante la trasformazione di T o r t o 1 i n i , perchè esse comprendono varie li- 
nee molto conosciute, quali la cicloide, 1' astroide regolare e la parabola semi- 
cubica, e si presentano nella soluzione di vari problemi geometrici e statici. 

Il Cap. 2o tratta delle curve di fuga (courbes de poursuite) , la cui deter- 
minazione dipende dall' integrazione d'un' equazione differenziale del secondo or- 
dine; i Cap. 30 e 40 delle evolute ed evolventi e delle loro generalizzazioni — 
Bviluppoidi, evolventi allungate ed accorciate, evolventi ed evolute ellittichef quasi- 
evoluta di S almon , evoluta di Halphen\ il Gap. 50 delle curve parallele-^ 
il Cap. 60 delle radiali'^ il Cap. ?<> delle caustiche e delle causticoidi'^ il Cap. 80 
delle podarie, antipodarie e podoidi; il Cap. 9° delle curve isottiche — già sopra 
definite — e ortottiche — cioè isottiche per cui l'angolo costante è retto. 

Il Cap. IQo è destinato alle curve differenziali ed integrali d'una data curva, 
cioè alle linee di equazioni: 



y = f{^) f y = jy(x)dx+G, 



essendo y = f{x) l'equazione della curva data. Analoghe alle curve difiPerenziali 
sono le seguenti: 

y = kf\x) — curva differenziale di Hochheim ^ 

y = k^f^^){x) — curva differenziale r-esima di Ho chheim , 

y =z — — - — curva dedotta, 

y = a;^'(a;) — curva delle tangenti , 

VCL. ZLII. 16 
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ce 
V = Ti — ^, — curva delle normali, 



af{x) - h 



y -^ _;^. ^ — ì: curva di Roberval^ 



y = f{x + A;) — kf(x + Ac) — curva tangenziale^ 
e quella che si ottiene eliminando ^ fra le: 

f(t) a^x 

y = sc-y^ , y = -— -- — curva di d^ cagne, 
t f{t) 

Il cap. Ilo stadia le anticurve ((?«^67icuri!;6n). Se da ogni punto d'una linea si 
conducono le perpendicolari agli assi coordinati, e centrando nei piedi di que- 
ste con raggio eguale alle coordinate stesse si descrivono due cerchi, questi, oltre 
che nel punto considerato , si tagliano in un altro punto ; il luogo di tali punti 
è r anticurva della curva data. L' anticurva d' una retta è una strofoide, quella 
d' una conica è una sestica che in casi speciali si riduce ad una quartica. 

Finalmente il Cap. 12^ considera le curve dedotte da un gruppo di curve. 
Tali sono: 

1. Le curve iperaritmetiche e iperarmoniche di plii curve, cioè quelle, delle 
quali il raggio vettore o il reciproco del raggio vettore corrispondente ad un 
dato argomento è la somma dei prodotti per certe costanti dei raggi vettori o 
dei recìproci dei raggi vettori delle date curve corrispondenti allo stesso ar- 
gomento; 

2. Le analoghe delle precedenti, in cui invece dell'argomento e del rag- 
gio vettore figurano l'ascissa e 1' ordinata; 

3. L* equidistante di due curve (luogo dei centri dei cerchi tangenti alle 
due curve); 

4. La fibra media. Se si considerano come corrispondenti due punti À , B 
di due curve, tali che le tangenti in A e in B formino un triangolo isoscele di 
baso AB, si dice fibra media la linea descritta dal punto di mezzo di AB; 

5. L' assoide di due curve, cioè la curva di cui ogni normale è tagliata 
da queste in punti equidistanti dal punto della curva; 

6. La curva risultante di due date. Se due curve hanno le normali paral- 
lele noi punti A , B , e si costruisce una curva avente in un punto C la normale 
ad esse parallela e il raggio di curvatura eguale alla somma di quelli delle due 
curve in A e in B, questa curva dicesi risultante-^ 

7. La settaria di due curve. Date due curve degli ordini m ,n , per un 
punto si conduca una retta ^, che taglierà le due curve rispettivamente in m 
ed in n punti. Prese le mn distanze di ciascuno dei primi punti da ciascuno 
dei secondi , si portino sulla g a partire da ; il luogo degli estremi dei seg- 
menti cosi ottenuti è una curva d' ordine mn, che sì dice la settaria delle due 
curve date. 
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L'opera termina con dae Note ed un Epilogo. 

La Nota 1.» riproduce le idee già esposte dall'autore nel Periodico di ma- 
tematica (T. 15, 1899, p. 7-11) suir uso dei raggi vettori negativi nel sistema 
di eoordinate polari. 

La Nota 2.^ in iica il modo di passare dall' equazione intrinseca d'una curva 
alla sua equazione cartesiana. 

L'Epilogo, intitolato: Sguardo retrospettivo allo sviluppo storico della teoria delle 
curve piane, dà anzitutto un brevissimo riassunto cronologico della teoria delle cur- 
ve, che termina con un cenno sui lavori pubblicati nel secolo testé finito intorno 
alla classificazione delle linee algebriche. Ciò co::2duce l'autore ad osservare che 
poco si è fatto sinora per la classificazione delle linee trascendenti. Come un 
primo passo in questo senso egli propone (vedi la sua Memoria: Le curve pa- 
nalgebriche , Prager Berichte , 1901) di riunire in una classe e distinguere col 
nome di panalgébrlche le curve integrali di equazioni algebrico-dififerenziall dol 
primo ordine. II nome è giustificato dalla circostanza che la nuova classe com 
prende in sé tutte le curve algebriche. È importante poi l'osservazione che quasi 
tutte le curve trascendenti conosciuto sono paualgebriche. Le curve panalgebri- 
clie hanno proprietà assai notevoli; p. es. i punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da un punto qualunque ad una curva panalgebrica giacciono sopra una 
curva algebrica. Ora, conclude l'autore, considerando le linee panalgebriche come 
aua prima classe di linee trascendenti, si potrebbe formare una seconda classe 
colle linee aventi la proprietà che i punti di contatto delle tangenti condotte ad 
esse da un punto giacciono su una curva panalgebrica; e in modo analogo con- 
tinuare indefinitamente. Può notarsi però che questa classificazione, per quanto 
continuata, non potrebbe comprendere tutte le linee trascendenti. 



In un' opera della natura e della mole di quella che abbiamo lungamente 
esaminata é impossibile non trovare qualche menda. E noi vogliamo appunto ora 
esporre alcune osservazioni, tutte di poco conto, che ci si sono presentate alla 
mente durante la lettura di quest' opera. 

Anzitutto avremmo trovato opportuno che ai nomi dei vari matematici si fos* 
scro fatte costantemente seguire le date estreme della loro vita. Avremmo anche 
desiderato maggior larghezza nel numero delle figure , che , a nostro avviso, 
sono parte essenziale dell' opera ; citiamo p. es. le curve a pag. 107, 108, 180 
(£>oppel-Berz'Ourve), 190, 245, 579, che mancano della corrispondente figura. 

A pag. 87 e 89 la trisettrice di Catalan e la duplicatrice cubica sono 
dette circolari, mentre evidentemente non lo sono. 

L' equazione a p. 103, per l' ambiguità dei segni , equivale ad 8 equazioni; 
sarebbe stato opportuno indicare quali sono le 4 tra esse che rappresentano 
le tangenti doppie della curva ivi considerata. 
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A pag. 271 non sarebbe stato inutile avvertire, per coloro che non lo sanno, 
che D e 1 1 o n V i 1 1 e era un pseudonimo di Pascal. 

L' equazione (2) a pag. 325 contiene indubbiamente qualche errore ; manca 
poi, in ciò che segue^ l'osservazione, che l'angolo a deve disporsi in modo che 
risulti A,M| = a. 

L'enunciato del teorema a p. 441 è poco chiaro, anzi, cosi come è, non 
dice nulla. 

La nota 3 a pag. 473 dovrebbe trasportarsi alla pagina seguente , riferen- 
dosi piuttosto al brachistocronismo che non al tautocronismo della cicloide. 

Le equazioni (3) a pag. 652 devono correggersi così: 

^0 = « + / 1 — 7 7 yo = P + /2 — 7 — 



Nella traduzione abbiamo notato varie inesattezze e inconseguenze. Eccone 
alcuno. 

A pag. 30 la parola Art è usata per indicare il genere d'un integrale abe- 
liano, che si suol designare costantemente con Oeschlecht^ come del resto fa lo 
stesso traduttore nella pagina successiva. 

A pag. 103 si parla d^una conica che tocca (beriikrt) una retta in due punti. 

A pag. 295 si traduce la parola specie con Art^ mentre nel punto corrispon- 
dente dell' indice si trova Spezies, 

Abbiamo osservato pure qualche omissione negli indici alfabetici. 

Anche la stampa lascia alquanto a desiderare dal lato della correttezza; 
noi, ben lontani dall' idea di fare una vera revisione , abbiamo contati oltre 
70 errori. 



Finiamo con un doppio augurio: che il prof. Loria voglia mettere a prova 
un' altra volta la sua eccezionale erudizione e la sua infinita pazienza dandoci 
un lavoro simile a questo sulle superficie algebriche e trascendenti; e che si trovi 
nel nostro paese un editore coraggioso il quale presenti al pubblico la nuova 
opera in veste italiana. 
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SULLE SUPERFICIE DI BONNET 



NOTA 



DEL 



Dott. PIETRO MERCATANTI 



Scopo del presente lavoro è lo studio delle proprietà più notevoli di una 
classe di superficie segnalate per la prima volta da 0. B o n n e t , che da lui 
prendono il nome; cioè di quelle superficie, per le quali è un piano il luogo geo- 
metrico del punto , che divide per metà il segmento di normale compreso fra i 
due centri prìncipali di curvatura. 



§ l.o Forma caratteristica per Vélemento lineare del piano raedio. 



£ noto come lo studio completo delle proprietà di una superficie o di una 
congruenza rettilinea possa farsi mediante alcune forme differenziali quadratiche, 
le forme fondamentali della superficie o della congruenza. Per le formule rela- 
tive mi riporterò sempre alle « Lezioni sulla Geometria differenziale > del prof. 
L. Bianchi {Pisa-Spoerri 1902-1903)] trascriverò qui solamente un sistema di 
formule fondamentali di cui farò largo uso. Se si riferisce una superficie S ad 
UQ sistema (u , v) di coordinate curvilinee ortogonali, talché per il suo elemento 
lineare si abbia: 



e si indicano con (X|T|Z,) (X^YjZ,) (XiY^Z,) rispettivamente le direzioni positive 
della tangente alla linea v =•. costy della tangente alla linea u — • cost., e della nor- 
male alla saperficie, condotte per un medesimo punto di essa, si hanno le for- 
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mule (*): 



(0 



= >/EX| 



du 



ax, 



dx 

dv 



= >/GX, 



1 3\/E ^ D Y ^X, _ 1 a>/G _ ^ D' 

n ^/Q av Ve ^^ VE Su ^ VE 



ax. 1 ^n/e ^ d' 

eu VG a» VG 






VE ^« VG 



ax, D _ D' 
^ »" VE \/G 



du 



ax,_ D' D'' 

"5^— vi '~VG^ 



ove con: 



D^ett* + 2D'dt*dt; + D"dr» 



si sia indicata la seconda forma fondamentale della superficie. 

Ciò premosso consideriamo una superficie dt B on aet, ed insieme con essa 
la congruenza costituita dall' insieme delle sue normali , cbe designeremo per 
brevità col nome di congruenza di Bonnet: sia Sq il piano medio di questa 
superficie (o della relativa congruenza) , cioè il piano che contiene tutti i punti 
medii dei segmenti di normale compresi fra i due centri principali di curvatura. 
Riferiamo Sq ad un sistema di coordinate curvilinee di cui le linee u^cosL siano 
le linee normali ai raggi della congruenza, e le linee v =■ cost. le loro traiettorie 
ortogonali: avendosi ora: 

dsQ* = Eodw* + G^jdv^ 
Do = D'o = D"o = 



le (1) scritte per Sq, diventano: 



cu 



— n/EoX, 



(2) 



3X, ^ _ Jl^ f VEo 



X. 



dv 



dX, 



= x'OoX, 



„, _ 1 ?n/Go^ 
dv ^/E Du 



(u V^i ^^ 



X, 



ax,__ 



du 



= 



aXt 

cv 



ex, 

dv 



1 dylQt, 



VE, 



éa 



X, 



= 0. 



(•) Vedi: L. Bianchi — Lezioni cit. voi. II, pag. 91. 
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Se poi con a ^ c{u , v) si indica Tangolo di inclinazione del raggio (X ^ T ^ Z) 
della congruenza sai piano So 9 cioè salla linea v^coaL, si avrà: 

X = cosoXf + senoXi 

e le analoghe in Y e Z: onde derivando col tener conto delle (2), si ha: 

SX da^ coso dyfK^ . do ^ 

•T- = - senor-X, = — -^Xj + cosa^X, 

du du • ylQ^ dv du ^ 

BX £a^ cosoav/G^^ ^ da ^ 

5- = -8ena5-X|+-=- -r-^ X, f cos a j- X,. 
dv dv JK du 00 

Di qni, calcolando i coefficienti delle due forme fondamentali della supposta 
con^raenza di B n n e t , troviamo: 



!,_ \i/dX\* _ (day /coso ay/Ep ^' 

) _ y aX SX_dGca ^ cos^ o dy/E^ djQt^ 
" ^dii dv " du dv ^E G ^^ du 

^ ^ Là\dv/ \dv/ '^\^È' du J 



V 3X asco /^ ^^^ ^ V 3X ^«o /?r aa 

AJ ^t£ ^»A " Sìa ^^ Olì tì^L " ^r 



' *^ c^tt a» ^y "^ *^ ai; c^v " ^^ du 



Ponendo per brevità: 



do Gosads/Go da cosadslEQ 



M = ^ -^^ '-^-** 1- .- 



abbiamo di qui: 



E'G' - F'« = M« eg-fr = - sen s'EoGo M 



av/Go/ 



^E' "(f+Dr + eG' = M j\'Go ^- senocosc ^^ f 
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Se ora esprìmiamo che la nostra congimenza è normale (f=zf)j e che Sq ne 
è la superficie media (^E' — (/ + /^F' + eG' = 0) , troviamo le due equazioni: 

dv ^^ 

(3) 

aiogVGp ^ Slogtga 
du du 

onde, mutando se occorre i parametri u e v^ potremo prendere: 



VB, = .-i; VG„ = tgo. 



Ponendo allora: 



cosa 



cos h 6 = 



coso 



con che si ha: 



8enh6 = tgo da = 



cos ho 



troviamo per l'elemento lineare di S^ la forma: 

(4) ds\ = cosh»6 dtt* + sen h*Odt?*. 

Esprimendo che questo elemento lineare appartiene ad una superficie a cur- 
vatura nulla, troviamo infine l'equazione: 

Viceversa l'elemento lineare di un piano S^ può porsi in infiniti modi sotto 
la forma (4), essendo perciò necessario e sufficiente che 6 soddisfi alla equazione 
(5) ; ma allora le (3) riescono soddisfatte, e ciò vuol dire che conducendo per 
ogni punto di Sq un raggio normale alla linea u = cast ed inclinato sulla v = cosi. 
dell' angolo o definito dalla relazione: 

1 

coso = 



coshO 



si ottiene una congruenza di B o n n e t di cui So è piano medio. La forma (4) 
è dunque caratteristica per l'elemento lineare del piano medio di una superficie 
di Bonnet^ e la ricerca di queste superficie dipende essenzialmente dalla equa- 
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zioDe (5) di Laplace: da ciò si può fin d' ora prevedere la stretta relazione 
che deve esistere fra queste superficie e le superficie d'area minima. 
Osserviamo che si ha: 



\duj '^KdvJ 



E'=G' = M= — ^ — r-^ , F' = 

/gj ; cosh*6 ' 

Inolti-e le (2) diventano ora: 



/ 



(7) 



•^ = co8hOX, ^ = 8enh6X, 

cu ov 

du ~~ dv * dv du * 

axj^ao^ ?5?__£*x 

du 8v ' dv du * 

du dv 



% 2.0 Superficie minima generatrice. 

Ofj^nì congruenza di B o n n e t può riguardarsi come una congruenza nor- 
male di R i b a u e u r (*) di cui la superficie media sia un piano: può cioè ot- 
tenersi proiettando ortogonalmente su di un piano S^^ tutti i punti di una super- 
ficie minima S, e, dopo aver girata di un angolo retto V immagine piana otte- 
nata attorno ad un centro fisso di So ; conducendo pei punti della nuova imma- 
gine 1 rag^L paralleli alle normali nei punti corrispondenti di S: è anzi sotto que- 
sto punto di vista che 0. B o n n e t considerò per la prima volta le sue su- 
perficie. 

Ciò può vedersi assai facilmente mediante le formule precedenti. Supponia- 
mo, come è lecito, che S^ passi per Torigine delle coordinate, e facciamolo ro- 
tare in sé stesso di un angolo retto attorno air origine; ogni punto (x^^^Zq) andrà 
nel punto (x^y^z^) di coordinate 

^i = Ys^o - Z,yo 
.V, = ZaaJo - Xj^o 



(«) Vedi: L. Bianchi — Lezioni cit. voi. II, § 229. 

vo]:4. xiiii. 17 
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Se da questo punto spicchiamo un segmento normale a Sq e di lunghezza = v, 
il luogo del punto estremo sarà una superficie S di cui le v = cosL sono le se- 
zioni fatte coi piani paralleli a S^, e per le sue coordinate si avrà: 

y = Z^aco - X|8o + vY, 
z = Xj^o - Y^aco + vZ,. 
Derivando, col tener conto delle (7), e rammentando che: 

Xi Y, z; 

X, Y, Z, 
^a Y, Z3 

è il modulo di una sostituzione ortogonale, troviamo: 



talché la direzione: 



^-=coshOX. 
Cu 



3x 

-- = — sen h X| + Xg 



X = cosoX| + senoX, 



cioè quella del raggio della congruenza uscente da (xq y^ zq), riesce normale 
ad S nel punto (x y e). Inoltre: 

ds^ = cos h* (du^ + dv^) 



dx ex ao -- 



^Bti. Piti ov ' 



^du dv 



ou 



_ y ^ dx_ so 

^^d V dv dv 



quindi: 



2F D'-ED"-G D = 



cioè la superficie S è d' area minima: la chiameremo la superficie generatrice 
della congruenza di B n n e t. 

Viceversa , se riferiamo una superficie qualunque d' area minimal S , ad un 
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sistema di coordinate curvilinee (te , v) di cui le v = cosi, siano le sezioni coi 
piani paralleli ad uno S^ e le t^ = cosi, le traiettorie ortogonali, il suo elemento 
lineare prenderà, come é noto, la forma isoterma: 

ds* = \(du^ + di;*). 

Se con (X YZ) indichiamo i coseni di direzione della normale di S , ed osser- 
viamo che, essendo la tì d'area minima dovrà aversi: D"=— D, le (1), scritte 
per la S, diverranno: 



(8) 



a« ' dv 

dX, SìogA ^ . 5 Y ^X| g log v/X y. , f>' 

-— — = A. + — -r JL -;r- = X. + — =• X 

du cv ^x «^« cu ^x 

9X,_Slog>/I D' ax,_ clogVX D_ 

du dv ^X ov du ^x 

dX D ^ D' dX D' D 

Sia ora (XjYjZ,) la direzione normale al piano Sq e - — o l'angolo d* indi- 
nazione delle line u = co«^ sui piani delle v = co^t,\ si avrà: 

X| = cos aXt + sen oX. 

Derivando, e tenendo conto delle (8), si ha: 

/ / aiog\/X D\^ (do D^\^ /aa D'\ 

, 0= l coso — r seno--^IX, -senol— +"-7^ JX2+ cosol^ + -7=-iX 

^ ( aiogv'X W\^ (do D\ /ao D\ 
0=-l coso — ^ — -f seno-^jX, -senol ;^ jzr j X. + coso l 5 ^ j X. 

Queste due equazioni, dovendo sussistere insieme colle due analoghe in Y e Z, 
equivalgono al sistema: 

^ log VX ^ D"' ^ do D' ^ 

coso ^ + senO-r=- = rr—ì :r = 

^^ VX Su ^x 

^ log VX D ^ do D ^ 
cos — ;^ sen o — =r =0 -r =• = 

^v VX Sy VX 
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da cai: 



D = vx|! D^=-v>:i' 



d (log ^ X) = — d(logco8 o) 



onde, mutando se occorre i parametri u e v, e ponendo: 



co8hO = 



cosa 
potremo scrivere: 

ds* = cos h'6 (dtt* + dv*) 



5 = 1?. D^=-f« F' = -^ 

^t? du dv 



mentre l'equazione di Gauss per laS, fornisce: 

Indichiamo ora con i la distanza del punto (as j^ z) di S dal piano Sq; per 
la proiezione {x^ j/, 2|), di (x y « ) su 8© , si avrà: 

as, = ce + T X|. 
Mediante le condizioni: 



2^'^.=Zl?^.=o 



9u ^ ^f; 

troviamo : 

T - t? ^- cost. 
indi : 

-r-= =cosh6X, 



-^=co8heX,-f X,. 



Perciò , se facciamo rotare il piano Sq di un angolo retto attorno airorigine, 



)( 133 ){ 
talché il punto (x, ^, z^) vada nel punto (x, i/q a;^,), di coordinate : 



ricordando che: 



«0 = Yjapj — Xjy, 



I X, Y, Z, 
X, Y, Z, 
X Y Z 



è il modulo di una sostituzione ortogonale, avremo: 



/ ^ = C08h6(Z, Y, - Y, Z|) = X - senhOX, 
cu 



dx, 



dv 



», 



= C08h6(Z, Yj - Y, Z,) = sen h X, 



onde per l'elemento lineare di S^ si trova appunto la forma: 

ds^ = cosh*6ciu* + sentfOdu* 

caratteristica del piano medio di una congruenza di B o n n e t. 

Xjc sviluppabili della congruenza corrispondono alle asintotiche della superficie 
minima generatrice. 

§ 3.0 Evoluta media. 

Riferito il piano medio S^ di una congruenza di Bonn et al solito sistema 
coordinato (u , v) che dà al suo elemento lineare la forma (4), l'elemento lineare 
della sua rappresentazione sferica assume, secondo le (6), la forma: 



(9) 



d«'« = M(du* + dv^) 



e questo sarà altresì V elemento lineare sferico della evoluta media della con- 
gruenza^ cioè della superficie £ inviluppata dal piano condotto per il punto ge- 
nerico (Xo Vq ^o) ^^ So normalmente al raggio (X Y Z) della congruenza che 
ne esce. 



)( 134 )( 
In conseguenza, le formule fondamentali per la sfera (*) danno: 

9»X ^ 9 log v/M dX glog n/M gX 
du* du du dv dv 

a«X 9 log v/ Max dìogs/'MdX ^,^ 
C7V* cu ou dv dv 

e sommando: 

Se ora con co = Io^qX indichiamo la distanza del piano tangente di I dall'ori- 
gine delle coordinate, derivando, e tenendo conto delle (6) si ottiene: 



c?w* cu *^ ovr 



^=tgh6^+2,Xo— , 



e quindi, indicando con A'^ il parametro difiFèrenziale secondo rispetto alla for- 
ma differenziale (9): 

A' = L l^ln .^^^\ ^ Ly (^^^ ^*^\ 

cioè, a causa di (10): 

A',w 4- 2w = 0. 

Ciò dimostra (*) che £ è una superficie d' area minima. Questa importante 
proprietà delle superficie di Bonnet è stata segnalata per la prima volta dal 
signor De C a n d i a , ma non mi consta che sia mai stata pubblicata. 

Passiamo ora air inversione di questo teorema; dimostriamo cioè che: « Ogni 
superficie d'area minima 2 può pensarsi in infiniti modi come V evoluta media 
di una congruenza di Bonnet^, Riferiamo a tal fine la superfìcie minima 2] 
alle sue linee di curvatura ; se con r se ne indica il raggio (positivo) di cur- 
vatura, è noto che per le sue due forme fondamentali si avrà: 

ds^ = r (du^ + dv^) 

D = -l D' = D" = l. 



{}) Vedi: L. Bianchi — Lez. cit. Voi. I, pag. 152. 

(*) Vedi: L, B ianchi — Lezioni cit. Voi. I, pag. 174-(87) 
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Le (1), scrìtte per la superficie £, diventano danqae: 



(11) 



/ dx 




dx ,- 


dX,_ 1 dylr^ 

du »J^ dv ^ 
l 


X, 


ax, _ 1 aVr^ 


du ^r 3» ' 




aX, 1 d<Jr^ 1 X, 
Sw ^r du * ' ^r 


ax, X, 




ax, _ Xj 

3t> ^7" 



Prendiamo ora su ogni piano tangente di £ un punto (o^o ^o ^o) ^^ coordinate 
(a , P) rispetto alle direzioni positive delle tangenti alle linee coordinate uscenti 
dal punto di contatto {x y z)\ avremo: 

eolle analoghe in ^ e 2; onde, derivando col tener conto delle (11): 



du 






dv ^\dv sj^ du 









Se dal punto [x^y^z^ conduciamo un raggio parallelo alla normale di S in 
{xyz) , otterremo una congruenza rettilinea , per le cui forme fondamentali si 
hanno i coeffìcienti : 



-=2(W = T 



"^ Lk Su dv ^\dvj r 



e 



_yaa?o 8X3 __ 1 da ^ ^ d\fr 



^^ du du 



s[^ du r dv 



, V ^Xp^Xg ^ 1 gg g aVr 
* ""Zjgi^ 'du " y/r dv V du 






1 SP a d\lr 



^^ d» df? 



J gp a Wr 
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Se vogliamo che la congruenza cosi formata risalti normale (f^f) e che 
la superfìcie luogo del punto {X(^qZq) ne sia la superficie media (^E'-(/'+/*)F'-f- 
'{. eG' = 0), dovremo scegliere a e ^ in funzione di ti e t7 in modo che siano sod- 
disfatte le due equazioni: 



jl^ dv r du y/'^ du r dv 



/ 



1 da } d\lr 1 gg a_ ^V^_q 
Vr ^w r dv *Jr Sv r du 



che possono scriversi: 






(12) 



du\y,ìr ) ^V\y/r/ 



Per la prima di esse possiamo porre : 

a S , 

— du ^ dv^ d^ 

e per la seconda ^ risulterà una soluzione della equazione : 

Facciamo ora Tulteriore ipotesi che il luogo del punto (oJ^yo^o) s^* '^^P^*^*^*^» 
il quale possiamo sempre suppoiTc di aver preso per piano ocy. 
Dovrà risultare «o = 0, cioè : 



2? + aZ, + pz, = 



relazione che, a causa di : 



possiamo scrivere : 

dz d^ dz 34 ^ 
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Ora osserviamo che z è essa stessa ana soluzione di (13) ; indicando perciò 
con S| e 4^1 le soluzioni di (13) rispettivamente coniugate di z e (^^ e ponendo : 

riusciranno 4> e T funzioni della variabile complessa w =^u-{-iv e la (14) potrà 
scriversi : 

R(0+— — 1 = 






9w/ 



il simbolo R indicando la parte reale della funzione fra parentesi; ovvero anche: 

+ — - — = tVi 
ove h indica una costante reale. Di qui con una quadratura si ha : 

J \ dw ) 

Viceversa, data una superficie minima £ riferita alle sue linee di curvatura 
(u y v)y si assuma un piano arbitrario come piano xy, e dalla (15) si determini 
la funzione Y della variabile complessa «; = w -f iv. Posto allora ^ = R(V) ne ri- 
sulterà, soddisfatta la (14), e se si prende : 

cu cv 

riusciranno soddisfatte anche le (12). 

Ciò vuol dire che la congruenza formata nel modo suaccennato è appunto 
una congruenza di B o n n e t , avente il piano scelto per piano medio e la su- 
perficie data £ per evoluta media. 

Ne concludiamo che: « Assunta una qualunque superficie minima come evO' 
luta media di una congruenza di B onnet, si può ancora scegliere ad arbitrio 
il piano medio, e rimane poi ancora una costante disponibile h ; esistono quindi 
oo^ congruenze di B onnet con una medesima evoluta media* » 

§ 4.0 Alcune trasformazioni delle superficie d'area minima. 

Dai due teoremi dimostrati nel precedente § relativamente alla evoluta me- 
dia di una congruenza di B o n n e t , scaturiscono alcune nuove trasformazioni 
per le superficie d'area minima. Infatti in primo luogOi data una superficie S di 
area minima, si assuma un piano Sq ad arbitrio, vi si proietti ortogonalmente la 
voi<. JIM, 18 
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S, per ciascun punto P^ della proiezione si conduca il piano parallelo al piano 

tangente nel corrispondente punto P di S , e si facciano infine rotare di -^ in 

senso concorde tutti questi piani attorno alle rispettive congiungenti PoP; à.al 
primo teorema dimostrato si deduce che, nella nuova posizione, questi piani in- 
viluppano una nuova superficie d'area minima £. Questa evidentemente non si 
altera se si muta il piano S^ in un suo parallelo : cosi da una assegnata super- 
ficie minima S, se ne deducono altre od*, per determinare le quali non occorrono 
che operazioni algebriche e di derivazione. 

In secondo luogo^ data una superficie minima 2), essa è, pel secondo teorema 
dimostrato , evoluta media di oo* congruenze di B o n n e t , per determinare le 
quali occorrono due quadrature ; a ciascuna di queste congruenze corrisponde 
una superficie generatrice S d' area minima, che si determina con una quadra- 
tura. Per sole quadrature dunque dalla superficie minima data se ne deducono 
altre co*. 

Una terza trasformazione per le superficie d' area minima si deduce dalle 
considerazioni seguenti. Si è già visto che assegnata l'evoluta media ed il piano 
medio di una congruenza di B o n n e t, si può ancora disporre di una costante 
arbitraria, cfoè che esistono oo^ congruenze di B o n n e t collo stesso piano me- 
dio e la stessa evoluta media. Sia dunque S^ un plano arbitrario, che per sem- 
plicità assumiamo come piano xy^ e siano S , S' le superficie minime generatrici 
di due diverse congruenze di B o n n e t aventi questo piano per piano medio ed 
una stessa evoluta media. Riferiamo la S ad un sistema ortogonale isotermo, 
facciamole corrispondere la S' per parallelismo di normali, e sia allora : 

ds'^ = \{du^ + dv*) 

il comune elemento lineare sferico. La supposta coincidenza delle due evolute 
medie, porta che si abbia: 



w = w' 



cioè, per la scelta fatta degli assi : 



a/ — as y' — y 



= 0. 



Possiamo porre quindi : 



ce' s= ac + aX 



(16) 



y = y + oY 



z' =zz + aZ-\-b 



con a e b avendo indicate due convenienti funzioni di u e v che ora andiamo 
a determinare. 
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Anzitutto, avendo la normale di S' i coseni di direzione (X, Y, Z); dovrà 
ayersi : £Xda:' = 0, il che conduce alla relazione : 

(17) da + Zd6 = 

dalla qaale avremo &, nota che sia a. In secondo luogo, deriviamo le (16) te- 
nendo conto della (17), e calcoliamo ì coefficienti D| , D', , D'\ della seconda 
forma fondamentale di S'; otteniamo cosi: 

^ Vi^x' ex ^ , l dZ da 

^^ou du Z ou cu 

- T)' -V^^' ex 1 aZ da 

D« -Làdu av "" Z dv du 

Sa»^ax__ ^ 1 ez da 
dv iu " Z du dv 

^„ \^dx' dX ^,, . 1 dZ da 

ove con D , D' , D" si sono indicati i coefficienti della seconda forma fondamen- 
tale di S. agguagliando le due espressioni di D', si ha : 

aZ da _ dZ da 
du dv dv du 

onde può porsi : 

da_ dZ da^ d_Z 

^^ du^^du ' dv ^dv 

9 essendo una conveniente funzione di u e v. Essendo poi le due superficie S 
ed S' ad area minima, dovrà aversi : 

e perciò : 



1 /az da az aa\ 

Z \du du dv dvf 



/az da 

\du du 
ovFero, a causa di (18): 

2aZ 



\m)'^m- 



Ora il primo membro non è che il parametro differenziale primo A'|Z , il 
cui valore, come è noto (^), è : 1 — Z* ; avremo dunque : 



_ 2aZ 
^ "" 1 - Z* 



(') Vedi : L. Bianchi — Lezioni cit. Voi. I, pag. 145. 
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Dalle (18) si ha allora : 

2Z 



d 



Ioga =-. j— Y, dZ = - d log(l - Z*) 



(19) a = 



1 -Z« 




ove e è una costante arbitraria ; poi la (17) fornisce : 



, = _,.,„::^. = _±{,^..,„^^i 



dove si è omessa la costante additiva, che avrebbe il solo effetto di far subire 
alla 8' una traslazione parallela all' asse z, ciò che evidentemente non altere- 
rebbe la corrispondente congruenza di Bonn et. Le (19), (20) sono le formule 
di una nuova trasformazione per le superficie d'area minima ; da quanto s'è visto 
risulta infatti che : « Data una superficie d'area minima S, se per ogni suo punto 
P si conduce il piano normale alla S stessa, che è parallelo ad una direzione 
fissa z, arbitrariamente scelta^ e su questo piano si sceglie il punto P' le cui coor- 
dinate oblique (a , b) rispetto al sistema di assi formato dalla normale di S in P 
e dalla parallela condotta per P alla direzione Zy sono date dalle (19) e (20) (ove 
7t rappresenta il coseno dell' angolo di questi assi)f il luogo geometrico di P^ è 
una nuova superficie minima, corrispondente alla data per parallelismo di nor- 
mali. > Cosi da una superficie minima data se ne deducono oltre od* con sem- 
plici operazioni algebriche e logaritmiche : si vede poi chiaro che le oo^ super- 
ficie minime che si ottengono in questo modo in corrispondenza ad una mede- 
sima direzione z, si ottengono da due qualunque di esse mediante la nota co- 
struzione di Weierstrass (^). 

§ 5.0 Formule di Weierstrass per le superficie di Bonn et. 

Vogliamo ora dare delle formule che, per sole quadrature e con una fun- 
zione arbitraria di variabile complessa, danno le coordinate di un punto varia- 
bile sopra una qualunque superficie di B o n n e t ; formule affatto analoghe a 
quelle date da Weierstrass per le superficie d'area minima. 

Rammentiamo perciò che, indicando con i, Tq due variabili complesse coniu- 
gate, si possono esprimere le coordinate (XYZ) di un punto variabile sulla sfera 
di raggio 1 mediante le formule : 

tTn + 1 T-o + 1 TT« -hi 



C) Vedi: L. Bi an eh i — Lezioni cit. Voi. Il, pag. 315. 
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da cai per l'elemento lineare della sfera si dedace 



(21) d«'* = 



4 dx dx^ 



Le linee i e t^ sono sulla sfera le linee di lunghezza nulla. È noto allora (^) 
che ad o^ni funzione r(T) della variabile complessa i corrisponde una superfìcie 
d'area miDima S, determinata di forma e di posizione, avente (21) come elemento 
lineare sferico. Essa si ha per quadrature mediante le formule di Weier- 
str as 8 : 



a: = Rf(l-T«)F(t)d[T 
(22) ) y = Rf/(l+-*)F(T)dT 

z =Rf2xF(T)d- 



essendo B il noto simbolo di parte reale. Strettamente legata con questa super- 
ficie S è la sua coniugata in applicabilità S, , che si ottiene mutando nelle for- 
mule di Weierstrass P(t) in ìF(t), cioè : 



(23) 



X4 = Rfi(l -T*}P(^)di 
y4 = -Rf(l + T«)F(T)di 
2i - B /2tT F(T) di 



Fra gli elementi di queste due superficie S ed S| passano le note relazioni 
di Schwarz: 

da?, = Zdy — Ydz 
(24) ^ rfi/i = Xdz - Zdx 

dz^ = Ydx — Xdy. 

Ciò premesso, costruiamo la congruenza di B o n n e t che ha S per superficie 
generatrice, e per piano medio un piano arbitrario Sq che per semplicità assu- 



(») Vedi : L. Bianchi — Lezioni cit. Voi. II, § 340. 
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miamo come piano xy. Se S è una delle od^ superficie di Bonn et normali a 
questa congruenza, e con t si indica il segmento intercetto fra So ed S su ogni 
raggio (XYZ) della congruenza, per i punti di S si avranno le coordinate : 

(26) fic = 2/ + «X 2/ = -aj + eY z^tZ. 

Differenziando, ed esprimendo che si ha: lXdfl;=:0, si ottiene: 

dt = Ydx - Xdy ^ dz^ 

cioè il segmento t di normale che intercede fra la superficie SdiBonneted 
il suo piano medio So , non è, a meno di una costante additiva, che la distanza 
del piano So dal punto corrispondente sulla superficie Sf , coniugata in applica- 
bilità della superficie generatrice S. Pertanto le (25), introducendo le (22), (23), 
si scrivono: 

X = R(t(l + T«) F^T) d' 4- — ^ r(2ìx F(t) dx 

J TTo + 1 J 

(26) < y = - R ((1 - T*) F(T) di - i -1^ R \2à F(T) di 

j J tTq 4- 1 j 

z 



= ^^^5 -R(2lTF(T)dT 

tTo + 1 J 



che sono le formule cui si voleva pervenire. Rappresentando la funzione arbi- 
traria F(t) come derivata terza di una funzione f (x), che rimarrà essa stessa ar- 
bitraria, le formule stesse assumono la forma: 

se = R 1 1(1 + T*)(p"-2tT(p' + 2i?| + XR I 2iX9" - 2i(p' 
(27) I y = R |- (1 - X*)?" - 2x(p' + 2(p! -^ YR j 21x9" - 2tV | 

« = Zr|2ix(p"-2?v| 

che non contiene più alcun segno di quadratura. 

Queste ultime formole si prestano alla determinazione di tutte le saperficie 
di B n n e t algebriche. È chiaro infatti che se la funzione f (x) è algebrica, la 
corrispondente superficie di Bonnet è pure algebri^^a ; ma è facile vedere che 
anche la proposizione reciproca è vera. Infatti se 1^ superficie data dalle for- 
mule (27) è algebrica, dovranno sussistere delle reazioni algebriche fra le quan- 
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tità : 

1 - Z 2 ' 1 - Z " 2t 

e ciascuna delle altre : 

- X - - Y - z 

/"-■Z*" ' 2^-- Z-" ' "Z- 

sassisteranno cioè delle relazioni algebriche fra la parte reale e il coefficiente 
dell'immaginario della variabile complessa t, e la parte reale di ciascuna delle 
tre funzioni : 

AW = - (1 - -^)?" - 2x9' + 29 
A(T) = 2tT9" - 2i9'. 

Allora, per un noto teorema di Weierstrass (^;, le tre funzioni stesse sa- 
ranno funzioni algebriche di i; sarà quindi tale anche la loro combinazione: 

- :f (1 + ^*)/, + j (1 - '*/» + Y ^/"s = ?(^) 

come s'era asserito. Possiamo enunciare questo risultato dicendo che: « Condì' 
zione necessaria e sufficiente perchè una superficie di B onnet sia algebrica , 
i che èia algebrica la sua superficie minima generatrice, 7> 

È noto (^) che^ mentre ad una assegnata funzione F(t) corrisponde un'unica 
superficie minima, ad una assegnata superficie minima corrispondono invece le 
due funzioni generalmente distinte : 



F(t) , /'p« = -:^F,(--i) 



la seconda delle quali dà in ogni punto per la normale della superficie S il senso 
opposto a quello dato dalla prima. Se osserviamo pertanto che sono: 

im , Af(t) 
le due funzioni che danno la superficie S, , coniugata in applicabilità di S; e che 



(*) Vedi: L. Bianchi — Lezioni cit. Voi. II, pag. 314. 
(«) Vedi: L. Bianchi — Lezioni cit. Voi. H, § 342. 
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quindi la fanzione: 

dà la simmetrica di 84 rispetto air origine, verremo anche per le saperficie di 
B n n e t alla conclusione che le due funzioni generalmente distinte : 

F(T) , fp (T) 

poste entro le (26) danno la medesima superficie di Bonnet e sensi opposti 
per le sue normali. Nel caso particolarmente interessante in cui le due anzidette 
funzioni coincidano, si vedrà facilmente, come per le superficie d'area minima, 
che la corrispondente superficie di Bonnet è doppia, o periodica, ammet- 
tendo una traslazione in sé parallelamente al suo piano medio. 

Prima di terminare il presente § voglio far notare un'altra importante pro- 
prietà delle superficie di Bonnet. Se si assume il piano medio di una super- 
ficie di Bonnet come piano xy e se ne indica con z = zix^y) V equazione or- 
dinaria in coordinate cartesiane, la proprietà caratteristica dell'avere il piano xy 
come superficie media si esprime mediante l'equazione: 

ove r, , Tf, sono i due raggi principali di curvatura : ovvero nelle notazioni di 
Mo nge: 

(1 + 3*)r - 2pq8 + (1 + p*)t + 2z(rt - ««) = 0. 

La determinazione di una superficie di Bonnet dipende dunque da una equa- 
zione del secondo ordine, e quindi, in base ai noti teoremi di C a u e h y , una 
tal superficie è determinata in modo unico quando ne sia assegnata una striscia 
analitica non caratteristica: ebbene, vogliamo mostrare che in generale la de- 
terminazione completa della superficie non richiede che quadrature. Infatti s'è 

visto che indicando con {xyz) un punto della superficie, con {xyz) e {x^y^z^) 
1 punti corrispondenti, rispettivamente sulla superficie minima generatrice S , e 
sulla sua coniugata in applicabilità S, , si ha (prendendo il piano medio come 
piano xy) : 

Ora per le formule di Schwarz (24), si ha : 

cto = — (Zdy^-Yctei) 
(28) { dy=^" (Xd«| - Zdx,) 

d« = ^ (Yd«4 - Xdy,) 
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quindi : 

' dx = Zdx^ + z^ dX 
dy = Zdy, -h «, dY 
d^ = Zdz^ + ^1 dZ 



2; 
da cui, osservando che: z^=—^^ si ha: 



1 - « 
«te, = — da: - ^ dX 



1 ^ a 



dz^=z~ dz--^ dZ. 



Allora le (28) stesse diventano : 



do: = 4-( Y da - Z dy ) - ^ (T dZ - Z dT) 



(29) { dy = -l(Zd«-Xda)-^(Z(iX-XdZ) 



d« = 4-(X dy - Y (te) - ^ (X dY - YdX). 



Pertanto^ se è assegnata una striscia analitica C della superficie Sdì Bonnet 

lungo la quale siano quindi dati x , y , a e X, Y, Z in funzione di una sola 
variabile, p. es. 1' arco della curva C, le (29) , purché lungo C non sia sempre 
Z = 0, mostrano che con sole quadrature si viene a conoscere la curva C cor- 
rispondente a C sulla superficie minima S ; inoltre, dovendo S ed 8 corrispon- 
dersi per parallelismo di normali , si conosceranno di S le normali lungo la curva 
C, se ne conoscerà cioè una striscia analitica. Ma allora, come é ben noto^ la 
determinazione completa di 8 non richiede che quadrature, ed una volta nota 8 
noi abbiamo visto che con una ulteriore quadratura si determina completamente 

la corrispondente superficie 8 di Bonnet. 

VOI-. XLH. 19 
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§ 6.0 Esempio, 



Per chiudere, ed a titolo di esempio, determiniamo le superficie S di B o n- 
n e t che hanno per superficie generatrice S una qualunque superficie minima 
elicoidale, e per piano medio un piano normale all'asse dell'elicoide. Preso que- 
sto asse come asse z, si può porre : 



_ cosu „ senw 

X = ; — Y = -^ Z = -tffhv 

cosh V cosh V 

talché per l'elemento lineare sferico si ha: 

"~ cosh^r ' 

ed allora^ detto a un angolo costante, per la piti generale superficie minima eli- 
coidale si ha (^) : 

X = cosh V cosM cosa + senh v senw sena 
y = cosh V senw cosa — senh v cosu sena 
« = v cosa -f u sena. 

La sua coniugata in applicabilità si ottiene mutando in queste formule sena e 

cosa rispettivamente in cosa e —sena. La corrispondente superficie Sdì Bonn et 
è dunque data da : 

- COSt£ 

X z^ cosh V sen«* cosa - senh v costt sena -\ (u cosa — v sena) 

CCS hv 



(30) 



— sent£ 

y = — cosh V cosw cosa — senh v senu sena + — -— in cosa — v sena) 

cosh V ^ 

« = — tgh V (w cosa — V sena). 



In particolare per a=0 la S è il catenoide, e la S è una superficie infinite volte 
parallela a sé stessa e che, rotando attorno all'asse z^ può portarsi a coincìdere 

con ogni sua parallela; per a = ^ invece, la S è l'elicoide rigata d'area minima 



(*) Vedi: L. Bianchi — Lezioni cit. Voi. II, pag. 324. 
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e la S è di rotazione; anzi essa e le sue parallelo sono le uniche superficie di 
rotazione ebe appartengano alla classe delle superficie di B o n n e t. 

La congruenza di B o n n e t corrispondente alla superficie (30) ha per se- 
conda forma fondamentale : 

rfX dy - dY dx 

cioè : 

- tgh t;(sena dv} -V 2 cosa du dv - sena dv^) 

qaiodì Tequazlone che dà le ascisse dei fuochi diventa : 

^ = tgh*y 



cosh^i; 
da cui : 

p = d: senh V cosh v> 
Pertanto le due falde della evolata della superficie (30) sono date dalle formule: 



\ 



X = coshi; senu cosa - senh v oosu sena ± senh v gosu 
1/ = — cosh V C08U C0S7 - senh v senu sena =t senh v senu 
z ^zp senh*y 



quindi per le loro equazioni si ha rispettivamente : 

Ìx* + y* = cos^a f 2(1 -f sena)2 
ce* -\- y^ = cos*a — 2(1 — sena)«. 

Essi sono due paraboloidi di rotazione attorno all'asse Zj coassiali e di senso 
opposto , col fuoco a comune nel punto (0,0, sen a) e intersecantisi sul piano 
xy secondo il cerchio: jc' + y* r= cos^a. L' angolo a è il complemento della se- 
miapertura del cono che dal fuoco proietta questo cerchio. Poiché le equazioni 
di due paraboloidi di rotazione soddisfacenti alle enunciate condizioni di posi- 
zione, si possono sempre ridurre alle (31), possiamo dire che: 

« Le superficie di B on n et aventi per superficie generatrice una elicoide 
d'area minima , e per piano medio un piano normale al suo asse, sono tutte e 
sole le evolventi comuni a due paraboloidi di rotazione, coassiali di senso oppo- 
sto^ e confocali ». 

In particolare per a = i due paraboloidi diventano eguali ; invece per 



X 148 )( 

a = - uno dei dae paraboloidi si riduce all'asse z, di modo o&e possiamo dire: 

« Le superficie di B onn et di rotazione si ottengono tutte facendo rotare 
una qualunque evolvente di parabola attorno all'asse di questa ». 

Infine le superfìcie di Bonn et ora considerate appartengono tutte alla 
classe delle superficie d^Appell ^ di quelle superficie cioè per le quali la evo- 
luta media si riduce ad un punto. Infatti 1' equazione del piano tangente gene- 
rico della evoluta media della superficie (30) si può scrivere: 

^cosu + >jsenw + (sena - C) senhu = 

ed è quindi identicamente soddisfatta dal punto (0,0, sen qp ). A questo punto, 
cioè al fuoco comune delle due falde dell' evoluta , si riduce dunque V evoluta 
media della superficie (30). 
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I PRINCIPII DELLA GEOMETRIA ESPOSTI SECONDO IL METODO 

DEL PROF. VERONESE 



NOTA 



DI 



FRANCESCO PALATINI 



È ben noto che spetta al prof. G. Veronese il merito dì avere per pri- 
mo, con la sua importante opera « Fondamenti di geometria a più dimensioni e 
a più specie di unità rettilinee esposti in forma elementare (*) », messo in evi- 
denza la possibilità di trattare la geometria elementare degli spazi lineari a più 
di tre dimensioni per via sintetica come fìn dall' antichità si è fatto per il piano 
e per lo spazio ordinario. Per raggiungere pienamente questo scopo TA. fu co- 
stretto a svolgere V ordinaria geometria elementare partendo da un punto di 
vista diverso da quello sotto il quale era stata precedentemente considerata. 
L'essenza di questa diversità consiste in ciò che, mentre secondo il metodo tra- 
dizionale si considera lo spazio geometrico a tre dimensioni come una forma 
data dallo spazio fisico^ invece secondo il metodo del Veronese esso è una 
forma geometricamente costruita e le cui proprietà dipendono appunto dalla sua 
costruzione e non coincidono di necessità con quelle dello spazio fisico. Del resto 
lo sviluppo della geometrìa non euclidea ha ben fatto vedere che, pur assumendo lo 
spazio fisico come spazio geometrico a tre dimensioni, si viene a costruire una 
geometrìa la cui forma fondamentale a tre dimensioni non è forse lo spazio fi- 
sico da cui si è partiti, che cioè nel costruire la geometria elementare partendo 
dalla considerazione dello spazio fisico, non si tìen conto delle proprietà assolute 
di questo (le quali del resto non possono venir constatate dai nostri sensi), ma 
bensì di quelle d' un ambiente ipotetico che viene in certa guisa caratterizzato 
con parole quali « continuo, omogeneo, illimitato », di cui non si dà veruna de- 
finizione. 

Perciò risulta^ anche indipendentemente dallo scopo di prepararsi il terreno 
per la costruzione degli iperspazi, la convenienza di dare all'ordinaria geome- 



(^) Padova, Tip. del Seminario, 1891. 
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tria elementare un assetto tale che permetta dì astrarre dalla considerazione 
dello spazio fisico, e tale quindi che « dal sistema di proposizioni date, facondo 
astrazione dall'intuizione spaziale, rimanga un sistema di verità astratte bene 
determinato, come nell' aritmetica ». Riconosciuta questa opportunità, ne segue 
subito 1' altra di prender le mosse dalla forma ad una dimensione piuttosto che 
da un' altra e di far servire questa alla costruzione di tutte le altre. 

Ora per chi non abbia una certa famigliarità coi « Fondamenti di geome- 
tria », con la prima edizione degli « Elementi dì geometria » (^) e relativa « Ap- 
pendice » (*), può tornare alquanto malagevole il formarsi un concetto esatto 
della struttura dell' edificio geometrico del Veronese. È per questo che re- 
puto opera non vana il fare in questo Giornale particolarmente dedicato ai gio- 
vani delle nostre Università, una esposizione dei principi della geometria secondo 
il nuovo metodo sopra accennato, seguendo queir ordine naturale che il Vero- 
nese nei suoi libri scolastici ha dovuto alquanto alterare per ragioni didattiche, 
e ben s'intende spìngendomi solo fino al punto in cui il metodo dell'A. si rian- 
noda coi metodi tradizionali, e badando soltanto al lato scientifico dell' opera. 
Mantenendomi strettamente attaccato alle linee generali dell' opera del Vero- 
nese, farò nei dettagli quelle modificazioni che mi sembreranno opportune, 
lieto se riuscirò con questo ad invogliare altri a studiare il metodo in discorso 
ed a contribuire al suo perfezionamento. 

I. Sistema lineare semplice 

1. Def. Sistema lineare semplice è un gruppo di elementi, tale da poter ado- 
perare un vocabolo, p. e. seguente, in guisa che: 

I. Dati due elementi qualunque del sistema, almeno uno di essi sia seguente 
dell' altro. 

II. Se l'elemento B è seguente di A e se C è seguente di B , sia C se- 
guente di A. 

III. Dato un elemento qualunque A del sistema e due suoi seguenti B, C, 
sia sempre possibile distinguere questi in modo da poter chiamare uno ed uno 
solo di essi p. e. piii seguente dell'altro (il quale si chiamerà allora meno seguente 
di quello) rispetto ad A. 

IV. Se C è più seguente di B rispetto ad A, sia C seguente di B (con che 
non resta escluso che sia anche B seguente di C). 

V. Se di due elementi A, B si può dire che ciascuno è seguente dell'al- 
tro, si possa dire 1») che A, (B), è più seguente di ogni altro elemento rispetto 
ad A(a B) stesso, 2°) che se è 

R più seguente di Q rispetto a P (a) 



ed 


S » 


» 


R 


» 


P(P) 


sia 


s ». 


» 


R 


» 


Q. 



(^) Verona, Padova, Fr."i Drucker, 1897. 
(») id. 1898. 
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Oss. Anche se nel sistema non esistono due elementi ciascuno del quali sia 
seguente dell' altro , questo ultimo fatto ha luogo. Difatti dall' ipotesi (P) risulta 
(per IV) che S è seguente di R, e se si negasse la tesi , ammettendo cioè che 
sia R più seguente di S rispetto a Q, sarebbe (IV) anche R seguente di S, con- 
tro Tipotesi che il sistema non contenga due elementi ciascuno del quali sia se- 
lciente dell' altro. 

Teor. I. Ogni elemento del sistema y ad eccezione al piii di uno, è seguente 
di altri, perchè fissati due elementi qualunque M, N del sistema, uno almeno di 
essi è seguente dell'altro. 

Teor. U. Se C è piti seguente di B rispetto ad A (e quindi B è un se- 
guente di A), ed A è seguente di B, sarà A più seguente di rispetto a B. Di- 
fatti si ha 

C più seg. dì B risp. ad A (a) (^) (ip. 1» parte) 



» 



C » A (^) (ip. e V, lo) 



perciò {y, 20) A » C » B 

Teor. III. Se è 



D pili seg. di B risp, ad A (a) 
D » C » B (?), è 



lo) e » B » A 

2o) D > C » A. 

Neghiamo la prima parte della tesi^ cioè sia 

B più seg. di C risp. ad A (a) ; essendo anche 

V y> B » A (^) (ip. a) 

sarà D » B » C (V, 2o e oss.), 

e allora, siccome C è seguente di B (ip. g) , applicando il teorema precedente 
risulta che è C più seguente di D rispetto a B contro la seconda parte del- 
l' ipotesi. 



(*) Nelle dimostrazioni i segni (a) , (g) si pongono per precisare le corrispon- 
denti parti dell' ipotesi delle proposizioni che si citano. 
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Neghiamo ora la seconda parte della tesi, cioè sia 

più seg. di D risp. ad A (^); essendo anche 
D » B » A (a) (ip. a) 

sarà C » D » B (V, 2^ e oss,) 

contro la seconda parte deir ipotesi. 
Teor. IV. 8e è 

C più seg, di B risp, ad A (a) 

D » C » A (P) 

sarà D » B » A. 

Intanto per V, 2o e oss. si ha che è D piti seguente di C rispetto a B, quindi 
D è seguente di B. Neghiamo la tesi ammettendo che sia 

B più seg. di D rispetto ad A (a) 

quindi è anche B seguente di D, cosicché per V, !<> sarà 

B più seg. di C rispetto ad B (P), perciò teor. Ili, 2o 
B » C s> A 

contro la prima parte dell' ipotesi. 

2. Def. Dati nel sistema lineare semplice due elementi A , B , uno almeno 
di essi è seguente deir altro; sia p. e. B seguente di A. Allora se X è un se- 
guente di A diverso da B; avviene che esso è (n. 1, III) o più o meno seguente 
di B rispetto ad A. Diremo segmento AB Tinsieme degli elementi A , B e di tatti 
quelli che sono rispetto ad A meno seguenti dì B. Gli elementi A, B diconsi 
gli estremi del segmento; e precisamente A origine e B termine \ gli altri ele- 
menti del segmento diconsi interni al medesimo ; tutti i rimanenti elementi del 
sistema diconsi esterni al segmento. 

Teor. I. Se un elemento M è interno al segmento AB , i segmenti AM , MB 
appartengono ad AB e non hanno, oltre ad M; altri elementi in comune. Inoltre 
ogni elemento di AB, oltre ad A, B, M, appartiene o ad AM od a BM. 

Preso un elemento P di AM, si ha per definizione di segmento^ che M è più 
seguente di P rispetto ad A; e siccome è B più seguente di M rispetto ad A' 
cosi (n. 1, t. IV) sarà B più seguente di P rispetto ad A , cioè P è meno se- 
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e \i più seguente ai m rispeiio aa a, u cue vuoi aire eoe Q non è in AM; dun- 
que nesson elemento di MB; tranne M, è in AM, e perciò anche nessun elemento 
di AM, tranne M, è in MB — Preso poi un elemento H di AB, si ha che esso 
ed M sono seguenti di A; ed allora o M è più seguente di H rispetto ad A , e 
perciò H è in AM; oppure H è piti seguente di M rispetto ad A, ed allora essendo 
anche B più seguente di H rispetto ad A, sarà pure (n. 1; V, 2o e oss.) B più 
seguente di H rispetto ad M, cioè H appartiene al segmento MB. 

Teor. n. 8e in un sistema vi sono due elementi A , B ciascuno seguente 
delV aitrOj ogni elemento del sistema si trova o nel segmento AB o nel segmento 
Bà, e questi due segmenti non hanno, oltre ad A e B, altri elementi comuni. 

Intanto dal fatto che A è più seguente di ogni altro elemento X rispetto ad 
A (n. 1; V, 1<>), deriva che X è pure un seguente di A, Allora essendo B ed X 
seguenti di A , sarà o B più seguente di X rispetto ad A , e perciò X è nel 
segmento AB ; oppure X più seguente di B rispetto ad A (a) , e allora essendo 
anche A più seguente di X rispetto ad A ('i), sarà (n. 1; V, 2o e oss.) A più se- 
guente di X rispetto a B, cosicché X trovasi nel segmento BA — Preso poi un 
elemento Y di BA, siccome A è più seguente di B rispetto ad A (a) , ed A è 
più seguente di Y rispetto a B (g), così (n. 1; t. Ili, l») sarà Y più seguente di 
B rispetto ad A, il che vuol dire che Y non è in AB; dunque nessun elemento 
di BA, tranne A e B, è in AB, e perciò anche nessun elemento di AB , tranne 
A, B è in BA. 

Teob. III. Dati tre elementi di vn sistema M, P, Q, di cui Q seguente di P 
ed M, avviene sempre ed in un solo modo che si possa fissare uno dei due P, M 
tu guisa che Q sia rispetto ad esso piti seguente dell* altro. 

Dei due elementi P, M uno almeno è seguente dell' altro ; sia p. e. P se- 
guente di M. Allora essendo Q e P seguenti di M, uno di essi sarà più seguente 
dell'altro rispetto ad M. Se è Q più seguente di P, ha luogo quanto asserisce la 
prima parte del teorema. Se invece è P più seguente di Q rispetto ad M, allora 
(n.o 1, IV) è P seguente di Q, e (per def. di segmento) Q appartiene al seg- 
mento MP ; inoltre per ipotesi è Q seguente di P. Considerando allora i segmenti 
QP, PQ, essi comprendono (teor. precedente) tutti gli elementi del sistema, e sic- 
come QP non contiene M perchè (n.o 2, t. I) il segmento QP non ha oltre a Q 
nessun elemento comune con MQ, cosi M sarà in PQ, il che vuol dire che Q è 
più seguente di M rispetto a P. Così resta dimostrata in ogni caso la prima parte 
del teorema. Se è p. e. Q più seguente di P rispetto ad M, si ha che P appar- 
tiene al segmento MQ. Allora se potesse anche essere Q più seguente di M ri- 
spetto a P, sarebbe M nel segmento PQ; ma il segmento MQ si compone (n.o 2, 
t. I) delle due parti MP, PQ in guisa che ogni elemento dell'una, ad eccezione 
di F, non appartiene all'altra ; quindi si avrebbe l'assurdo che l'elemento M di 
voL. xLn. 20 
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MP, diverso da P, sarebbe in PQ. Con ciò è dimostrata la seconda parte del 
teorema. 

3. Def. Presi in un sistema lineare semplice due elementi A, B, se è B se- 
guente di A, diremo che è A precedente di B. Si dice poi che M è più prece- 
dente di P rispetto a Q, quando è Q più seguente di P rispetto ad M. 
Abbiamo allora 

I, Dati due elementi qualunque del sistema, almeno uno di essi è prece- 
dente dell'altro. Difatti almeno uno dei due (n.o 1, I) è seguente deir altro, ed 
allora questo è precedente di quello. 

11^ Se Q è precedente di R, e P è precedente di Q, è P precedente di R. 
Difatti si ha per definizione di precedente che Q è seguente di P, ed R seguente 
di Q, e quindi (n.o 1, II) è R seguente di P, cioè (def.) P precedente di R. 

IIl^ Dato un elemento qualunque Q del sistema, e due suoi precedenti 
P, M, è sempre possibile distinguer questi in modo da poter chiamare uno ed 
uno solo di essi più precedente deiraltro (il quale si chiamerà allora meno pre- 
cedente di quello) rispetto a Q. Difatti essendo Q seguente di P, M, si può sem- 
pre in un solo modo (n.o 2, t. Ili) fissare uno di questi in guisa che Q sia ri- 
spetto ad esso più* seguente dell'altro ; sia p. e. Q più seguente di P rispetto ad 
M ì allora sarà (def.) M più precedente di P rispetto a Q. 

IVj Se M è più precedente di P rispetto a Q, è M precedente di P. Di- 
fatti dall' ipotesi deriva (def.) che Q è più seguente di P rispetto ad M, il che 
vuol dire che P è seguente di M, e perciò (def.) è M precedente di P. 

Vj Se di due elementi Q, R si può dire che ciascuno è precedente del- 
l'altro, allora si può dire: !<> che Q (R) è più precedente di ogni altro elemento 
rispetto a Q (a R) stesso, 2^ che se è 

P più precedente di Q rispetto ad R (a) 

M » P » R (f ) 

è 

M » P » Q. 

Per dimostrare la prima parte basta notare che dall' ipotesi deriva che è 
(def.) Q seguente di R e questo di quello, quindi preso un elemento X del si- 
stema, è (n.o 1 ; V, I) Q più seguente di X rispetto a Q, donde (def.) Q più pre- 
cedente di X rispetto a Q. Quanto alla seconda parte si ha dall' ipotesi, appli- 
cando la def. precedente, 

R più seg. di Q risp. a P 

R » P * M perciò (n.o 1, t. Ili, 1°) 

Q » P » M 

quindi (def.) è M più precedente di P lispetto a Q, e. v. d. 



)( 155 )( 

Oss. e DEF. Vedesi adunque che gli elementi del sistema si comportano ri- 
spetto all'aggettivo precedente nella stessa maniera che rispetto all'aggettivo se- 
guente. Di qui si vede che può scambiarsi uno di questi aggettivi con T altro, 
purché si adoperi sempre la parola precedente tutte le volte che prima adope- 
ravasi la parola seguente, e viceversa. 

Quando si considera un sistema in guisa che di ogni suo elemento si pen- 
sino i seguenti (i precedenti), si dice che ai considera il sistema in un determi- 
nato verso ; si dice pure che il sistema è dotato di dìie versiy uno opposto al- 
l' altro. Dato un gruppo di elementi, fissarne un verso (se è possibile) significa 
stabilire delle convenzioni che permettano di distinguerne gli elementi secondo 
i criteri stabiliti al principio del n.o 1. Fissato un verso, resta determinato il suo 
opposto secondo quanto si disse al principio di questo numero. 

Se un sistema semplice lineare non ha un elemento che non abbia dei se- 
guenti, né uno che non abbia dei precedenti dicesi illimitato ; se ha un elemento 
che non ammette seguenti (precedenti), ma non uno che non ammette precedenti 
(seguenti), dicesi limitato da una parte da quell'elemento che non ammette se- 
guenti (precedenti), il quale si chiama origine del sistema; se ha un elemento 
che non ammetto seguenti ed uno che non ammette precedenti, dicesi limitato 
da due parti da quei due elementi che chiamansi estremi (origine e termine). 
Un segmento AB é un sistema limitato dagli elementi A. B. 

4. Def. Un sistema dicesi chiuso quando contiene due elementi A , B tali 
che ciascuno di essi aia seguente dell'altro. Se un sistema contiene due elementi 
À, B tali che uno solo sia seguente dell'altro, il sistema dicesi aperto, 

Teor. I. Due elementi qualunque di un sistema chiuso sono tali che ciascuno 
è seguente deW altro. 

Siano A, B i due elementi che per ipotesi sono ciascuno seguente dell'altro 
e si prenda un altro elemento X. Siccome A é (n.o 1, V, 2o) più seguente di X 
rispetto ad A, in questa frase è contenuto (n.o 1, IV) che A é seguente di X, ed 
anche che X è un seguente di A. Se ora prendiamo un elemento Y e ragioniamo 
con esso rispetto ad A, X come sopra con X rispetto ad A, B, si vede che cia- 
scuno degli elementi X, Y é seguente dell'altro, e. v. d. 

Teob. II. Due elementi qualunque di un sistema aperto sono tali che uno 
solo di essi è seguente delValtro, giacché se per due elementi avvenisse il con- 
trario, il sistema sarebbe chiuso. 

Teor. IH. Un sistema limitato è sempre un sistema aperto. Difatti sia p. e. 
A r elemento che non ammette seguenti ; allora preso un altro elemento X del 
sistema, si ha che A è seguente di X (n.o 1, I) e che questo non é seguente di 
quello, perciò il sistema é aperto. 

Cor- I. Un sistema chiuso è illimitatOy perchè se fosse limitato sarebbe a- 
perto. 

Cor. II. Un segmento è sempre un sistema aperto, perché è un sistema li- 
mitato. 

Oss. Fissato un elemento A di un sistema chiuso, siccome A è più seguente 



)( 156 )( 

dì ogni altro elemento del sistema rispetto ad A, potremo considerare il sistema 
come un segmento avente per origine e per termine A. Parimenti un sistema 
limitato da due elementi A, B potrà considerarsi come un segmento. 

5. Def. Fissato un elemento X di un sistema aperto (diverso da un estremo 
se è limitato), e fissati i versi, ogni altro elemento o è un seguente o un pre- 
cedente di quello (e mai l'una e Taltra cosa insieme) ; si dice allora che qnel- 
Telemento divide il sistema in due partij una formata dai seguenti di X e l'altra 
dai suoi precedenti. 

Teor. L Ogni segmento che abbia un estremo A in una parte (p. e. sia A 
precedente di X) ed uno B neW altra (cioè sia B seguente di X) contiene X. 
Difatti X e B sono seguenti di A, e siccome B è seguente di X, cosi (n.® 1, IV) 
sarà B più seguente di X rispetto ad A, quindi (def. di segmento) X appartiene 
al segmento AB. 

Teor. II. Ogni segmento che ha gli estremi A , B t/i una parte {oppure A 
in X 6 B in una delle due parti) appartiene tutto a questa parte. Difatti siano 
p. e. A, B seguenti di X, e precisamente B più seguente di A rispetto ad X ; 
allora preso un elemento Y in AB si ha Y seguente di A, ed A seguente di X, 
quindi è Y seguente di X. 

Def. Dato un sistema chiuso, e fìssati in esso due elementi X^ Y ed un verso 
(p. e. quello dei seguenti) si dice che questi dividono il sistema in due parti, 
intendendo con ciò che V una è formata dai punti interni al segmento XY e 
l'altra da quelli esterni al segmento XY. 

Teor. III. Dati due elementi A, B uno in XY e Valtro in YX, dei due se- 

m 

gmenti AB, BA uno contiene X e Valtro Y. Difatti dairipotesi si ha, posto che 
sia A in XY e B in YX, 

Y più seg. di A risp. ad X (a) 



perciò 



B 7> Y » X (f;) (altrimenti sarebbe B in XY) 



B » 



il che vuol dire che Y è nel segmento AB. Analogamente si dimostra che X è 
nel segmento BA. 

6. Un sistema lineare dicesi paragonabile nelle sue parti (o più sistemi di- 
consì paragonabili nelle loro parti) quando si possono adoperare due vocaboli, 
p. e. eguale e disegnale, in guisa che di due segmenti qualunque a, &, conside- 
rati ciascuno in un dato verso, (cosicché ciascuna lettera rappresenti il segmento 
nel verso in cui lo si vuol considerare), possa dirsi che essi o sono eguali^ il 
che rappresenteremo con a^òoft^a, o sono disuguali, il che rappresente- 
remo con a^b o ò #= a, si che l'una relazione escluda Taltra ; che inoltre quando 
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si ba a^& si possa stabilire fra gli elementi di a,ò, una ed una sola corrispon- 
denza biunivoca, tale che se M; N sono clementi qualunque di uno dei due seg- 
menti^ p. e. di a, ed M', N' i corrispondenti deiraltro, se è N seguente di M nel 
verso in cui si considera a, sia N' seguente di M' nel verso in cui si considera 
b, in guisa che si abbia pure MN ^ M'N' ; che infine si abbia: nessun segmento 
è eguale ad una sua parte; se è a^b^ b^c, è a^c, donde essendo a^b, 
h^a, si ricava a^a, P. e. il sistema ... — 2,--l,0,-hl,-4-2,... è para- 
gonabile nelle sue parti se si conviene di chiamare uguali due suoi segmenti 
(considerati ciascuno in un determinato verso) quando contengono Io stesso nu- 
mero di elementi, e disuguali nel caso contrario. 

7. Diremo omogeneo un sistema lineare paragonabile nelle sue parti se sod- 
disfa alle seguenti condizioni: l») Ogni suo segmento AB considerato in un dato 
verso è uguale al segmento stesso considerato nel verso opposto -AB; 2o) Con- 
siderando il sistema in un determinato verso, fissato un suo punto O qualunque 
ed un suo segmento a, vi siano due segmenti MO , ON , i quali in quel verso 
siano eguali ad a ed abbiano Tuno il secondo e l'altro il primo estremo in 0. 
Qaesta seconda condizione, tenuto conto della prima, equivale a quest'altra: Esi- 
ste nel sistema in ciascuno dei due versi un segmento con V origine in ed 
uguale ad a (e ne esiste uno solo quando si ricordi che un segmento non è u- 
guale ad una sua parte), P. e. il sistema considerato poco sopra è omogeneo. 

Siano dati in un sistema omogeneo due segmenti disuguali AB, CD. Preso 
allora a partire da C nel verso di CD quel segmento che è uguale ad AB, e che 
per ipotesi non è CD, il suo secondo estremo E non cade in D. Possono darsi 
allora due casi: o E cade in CD, cosicché AB è uguale ad una parte di CD, op- 
pure E cade fuori di CD, cosicché CD è parte di CE, per cui in AB, che è u- 
guale a CE^ esisterà una parte AX^CD. Non può avvenire poi che se AB è 
uguale ad una parte CE di CD, sia anche CD uguale ad una parte di AB. Di- 
fatti se AB è uguale ad una pane CE di CD, allora se CD fosse uguale ad una 
parte di AB, sarebbe anche uguale ad una parte CF di CE, la quale CF è pure 
una parte di CD, cosicché avrebbesi un segmento uguale ad una sua parte. Ab- 
biamo dunque: jS'e due segmenti di un sistema omogeneo sono disegnali^ uno ed 
uno solo di essi è uguale ad una parte delV altro \ si dice allora che esso é il 
maggiore dei due e che l'altro è il minore. Ciò si indica con AB>CD, CD<AB. 
Per quanto si é ora detto, delle due relazioni a> b , a < & una esclude Taltra. 

Se AB, CD sono due segmenti di un sistema omogeneo, ha sempre luogo una 
ed una sola delle relazioni AB ^ CD, AB > CD, AB < CD. Difatti i due segmenti 
(D.o 6) o sono eguali o sono disuguali. Se é AB^CD resta escluso che siano 
diseguali, quindi sono escluse le altre due relazioni. Se i due segmenti sono di- 
suguali resta escluso che siano eguali, ed ha luogo una ed una sola delle rela- 
zioni AB > CD, AB < CD per quanto si é detto poco sopra. 

A questo punto vanno esposte per il sistema omogeneo le definizioni e le 
proprietà relative alla somma, alla differenza, ai multipli ecc. dei segmenti, cose 
che omettiamo essendo di troppo ovvia trattazione. 
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8. Chiameremo continuo un sistema omogeneo se è soggetto alle due se- 
guenti condizioni : 

I. In ogni segmento esiste almeno un punto diverso dagli estremi. 
Abbiamo allora: Non esiste un segmento tale da non esservene uno di mi- 
nore. Difatti dato un segmento AB, esiste in esso almeno un punto X diverso 
dagli estremi, ed è AX < AB. Abbiamo ancora che in un sistema omogeneo che 
soddisfa alFanzidetta condizione esistono classi di elementi contigue, chiamando 
cosi due gruppi di elementi tali che, fissato un verso del sistema, 1® ogni ele- 
mento di uno di essi precede ogni elemento deir altro, 2o dato un segmento e 
qualsiasi del sistema, esiste un elemento X delTuno ed uno X' dell'altro tali da 
essere XX' < e. Difatti per avere due classi siffatte basta prendere un segmento 
AB ed in esso un elemento, diverso dagli estremi, M, e porre nell'una classe tutti 
gli elementi del segmento AM, escluso M, e nell'altra tutti quelli del segmento 
MB, escluso M. Allora ogni elemento della prima classe precede ognuno della 
seconda. Inoltre dato un segmento e qualunque, un suo elemento lo divide in 
due parti e', e'' che sono o eguali o disuguali. Se è e'^e" e quindi 2£'^s, si 
prenda un segmento z^ < s' cosicché sarà 2e^ < e, e si considerino nel sistema i 
segmenti XM, MX' eguali ad Sj ; allora sarà XX' ^ 26i e perciò XX' < £. 

II. Fì*a due classi contigue di elementi (X) , (X') che non hanno rispettiva- 
mente un ultimo e un primo elemento esiste almeno un elemento del sistema , 
cioè esiste almeno un elemento che è seguente di tutti quelli di (X) e precedente 
di tutti quelli di (X'J. 

Cor. Fra due classi coìitigue (X) , (X') di elementi le quali non hanno ri- 
spettivamente V ultimo ed il primo elemento^ esiste un solo elemento. Infatti se esi- 
stessero due tali elementi L, L', non esisterebbe un segmento XX' < LL', contro 
l'ipotesi che le classi siano contigue. 

Chiameremo archimedeo un sistema lineare omogeneo quando dati due suoi 
segmenti disuguali, esiste un multiplo del minore che supera il maggiore. 

Ose. D'ora in poi, se non si dirà il contrario, con la parola sistema conver- 
remo di indicare un sistema omogeneo, continuo, archimedeo. 

9. Lemma I. In ogni segmento AB vi sono segmenti i cui multipli secondo il 
numero dato n sono maggiori di AB, e vi sono segmenti i cui multipli secondo n 
sono minori di AB. 

Abbiamo intanto che ogni segmento AB può dividersi in due parti disuguali. 
Preso allora in AB un elemento C tale da essere CB>AC, sarà CBf CB>AC4-CB, 
cioè 2CB > AB, quindi per ogni altro numero n > 2 sarà nCB > AB. Analoga- 
mente per la seconda parte si trova 2AC < AB. Ora se per un certo numero n 
la seconda parte del lemma è vera, si può avere in AC un segmento AX tale 
da essere nAX < AC, e siccome è AX < AC < CB, cosi sarà nAX-|-AX<AC-hCB, 
cioè (a + 1)AX < AB, cioè quella parte del lemma è vera anche per w -h 1 ; ma 
è vera per n =: 2, quindi lo è sempre. 

Lemma II. Se tutti gli elementi di un segmento AB, tranne al piti uno, si 
trovano ripartiti in due gruppi (X) , (Y) tali che sia AX < AY qualunque siano 
X, Y, esistono segmenti XY minori di qualsiasi tegmento dato e. 
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Fissati due elementi qualunque Xj , Yj nei due gruppi, e preso un segmento 
Sj<c, il qnale e va supposto minore di XjY, , altrimenti si avrebbe giàXiYi<e, 
vi sono dei multipli di gj maggiori di X^Yj , il che vuol dire chò se consideriamo 
partendo da X^ nel verso XjY^ una serie di segmenti consecutivi eguali ad t^ 
ve ne sono di quelli i cui estremi non sono elementi X. Sia X^.^ V ultimo ele- 
mento del gruppo (X) che sia estremo di uno di questi segmenti ; allora consi- 
derando un altro segmento X^.^Xp^Si, in esso vi sono degli elementi Y; se 
è Yg uno di questi, siccome è X^^j Y^<Xp.j^ Xp , cioè Xp_i Y2<Si , sarà Xp.^ Y2<e. 

Teor. In ogni segmento AB esiste uno (ed un solo) segmento AL tale da es- 
tere nAL = AB. Per il lemma ] esistono in AB segmenti AX per i quali è 
«AX<AB, e segmenti AY per i quali è nAY > AB, ed ogni elemento di AB , 
tranne al più uno, Z, per il quale può essere nAZ ^ AB, è estremo o di un seg- 
mento della prima categoria o di uno della seconda. Il gruppo (X) non ha un 
ultimo elemento. Difatti fissato un elemento X^ di esso, sarà nAXi<AB, e se si 
prende AX„^«AX, (1), c'è in X„B (lemma I) un elemento X' tale da essere 
hX,X' < X^B, quindi sarà AX„ + nX^X' < AX^ + X^B, cioè AX„ + wX„X' < AB. 
Allora preso X^X'^^X^X', sarà AX„ 4- tjXjX'j < AB, cioè, per la (1), 7iAXi + 
^*ìX,X*i<AB, ossìa tiAX'j < AB, il che vuol dire che X'j appartiene al gruppo 
(X) il quale non ha dunque un ultimo elemento. Analogamente il gruppo (Y) non 
ba un primo elemento. Risulta da questo e dal lemma II che i gruppi (X) , (Y) 
sono due classi contigue, fra le quali esiste dunque un elemento L ed uno solo, 
che non essendo né un X né un Y, sarà tale da non aversi né «AL < AB , né 
»AL > AB ; sarà dunque 7iAL ^ AB. 

Cor. Ogni segmento è divisibile in uno ed un solo modo in n parti eguali, 

II. Nozioni generali sulla retta, 

10. Post. I. Esidte un sistema lineare di punti ooìogeneo^ continuo, 
archinnedeo. Siffatto sistema chiamasi retta. 

Post. IL Esistono punti fuori della retta. 

Post. HI. a) Ogni punto esterno ad una retta determina con un punto 
qualunque di essa un'altra rótta che contiene i due punti considerati, 
b) Due rette non possono avere più di due punti in comune. 

Def. Due punti A, A' diconsi opposti rispetto al punto quando vi è un 
segmento AA' che contiene ed è da questo diviso per metà. Due figure F, F' 
diconsi opposte Hspetto al punto quando i loro punti si corrispondono biuni- 
vocamente in guisa che due punti corrispondenti qualunque siano opposti rispet- 
to ad 0. 

Oss. Data una retta r ed un punto fuori di essa, per ogni punto A preso 
sulla r vi è (post. Ili) un' unica retta OA, e preso su questa uno dei segmenti 
OA, vi è a partire da un solo segmento OA' (post. I) eguale ad OA nel verso 
opposto a questo. Se la retta OA è chiusa, vi sono due segmenti OA, ma allora 
preso OA' nel modo anzidetto rispetto ad uno di essi, anche l'altro OA' è uguale 
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air altro OA, cosicché A in ogni caso ha un solo opposto rispetto ad 0. Dopo 
ciò porremo il 

Post. IV. La figura opposta ad una retta rispetto ad un punto O 
esterno a questa è una retta ^*). 

Oss. Col postulato III non è escluso che vi siano coppie dì punti per ognuna 
delle quali passino piti rette. Esamineremo ora che cosa può accadere a questo 
proposito. 

Teor. I. Per due punti X, Y passa sempre una retta almeno. Difatti per il 
post. I esiste una retta r ; se X^ Y sono su questa, ecco che per essi passa una 
retta ; se uno solo di essi è in r, esso con Taltro (post. III) determina una retta; 
se entrambi sono esterni alla r, fissato in questa un punto Z^ si ha che X, Z 
determinano una retta s e allora o questa contiene anche Y, oppure (post. III) 
Y ed X determinano una retta che li contiene. 

Teor. II. Se per due punti X, Y passa piti di una retta^ ogni retta che con- 
tiene V uno, X, contiene anche V altro. Difatti sia r una retta qualsiasi passante 
per X ; se essa non contiene Y, allora (post. Ili) per Y che è esterno alla r, e 
per X che è sulla r, passa una sola rctta^ contro ripotesi. 

Cor. Se due punti X, Y di una retta r iion la determinano, ogni altro punto 
Z di V con X (o con Y) la determina, perchè se per Z, X passassero più rette, 
siccome esse passando per X passano anche per Y, così avrebbero tutte più di 
due punti in comune contro il post. Ili a). 

Si abbia una retta r nella quale esistano due punti X; Y che non la deter- 
minano^ e si prenda fuori di essa un punto U, cosicché U, X determinano una 
retta (che passa anche per Y), e preso il punto medio del segmento UX (o di 
uno dei due se due ve ne sono), o esso è esterno alla r, oppure (siccome questa 
e la UX non possono avere più dei due punti X, Y in comune) cadrà in Y, ed 
in questo caso invece del segmento UYX si considererà la sua parte UY il cui 
punto medio M' sarà in tal caso diverso da X (e certo anche da Y), e perciò 
esterno alla r, e allora si scambieranno nel ragionamento X ed Y fra loro. Posto 
dunque che sia M esterno alla r, ne viene che M ed X determinano una retta, 
cosicché questa sola di tutte le rette passanti per X, Y lo contiene. Prese allora 
due rette passanti per U, o esse passano anche per M, quindi (t. Il) ogni retta 
passante per U passa anche per M ; oppure questo non avviene, cioè U, M de- 
terminano una retta, e allora prese due rette «, s' passanti per U e non per M, 
le loro opposte rispetto ad M (che è ad esse esterno) sono due rette passanti 
per X e quindi per Y, e perciò le opposte di queste, cioè le due rette conside- 



(^) Questo postulato è incluso per il sistema euclideo in quello assunto dal 
Veronese negli Elementi (ultima edizione) per le rette parallele ; abbiamo cre- 
duto di staccamelo e porlo qui prima di venire alla separazione dei sistemi geome- 
trici che sono possibili coi postulati I-Y. 
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rate «, «', passano per U e per Topposto V di Y rispetto ad M, ed allora ogni 
retta passante per U passa anche per V. In ogni caso dunque tutte le rette pas» 
tanti per U passano per un altro punto (o M o V). Tutto questo (2* parte del 
ragionamento) purché V opposto di Y rispetto ad M non sia U, il che richiede 
(venendo allora ad essere tanto X che Y opposti ad U rispetto ad M) che siano 
MX , MY uguali ad MU nel verso opposto a questo e quindi MX = MY nello 
stesso verso contro il post, I. Di qui risulta il 

Teor. III. Se vi sono citte rette passanti per due stessi punti, due altre rette 
qualunque aventi un punto in comune hanno in comune un altro punto. 

Si abbiano due punti X, Y che non determinano una retta, e sopra una 
retta r' passante per essi si determini V opposto X' di X rispetto ad Y. Allora 
considerando una retta ^' per X', o essa passa per Y e quindi per X, oppure 
non passa per Y, e allora la sua opposta g riapetto ad Y è una retta passante 
per X e quindi per Y, il che vuol dire che Y è opposto ad un punto di g' ri- 
spetto ad Y, il che è incompatibile col fatto che g' non passi per Y e quindi 
per X. Dunque: L'opposto di X rispetto ad Y sopra una retta qualunque per X, 
Y è tale che ogni retta che lo contiene passa per X, Y, cioè (t. II) è un punto 
comune a tutte le rette che passano per X, Y. 

Teor. IV. L'opposto di X rispetto ad Y sopra tma retta qualunque passante 
per essi (nel caso che non determinine una retta) è X stesso, perchè se fosse un 
altro punto X' (che non può esser Y), per la conclusione precedente le rette pas- 
santi per X, Y, passerebbero anche per X' e avrebbero cosi più di due punti 

comnni. 

Cor. Se due punti non determinano sempre una retta, la retta è chiusa, e 
quei due punti la dividono in parti eguali. La retta aperta è determinata da 
due suoi punti qualunque, 

Def. Due punti che dividono la retta chiusa per metà si chiamano antipodi. 

Teor. V. Se vi sono due punti X, Y che non determinano una retta r, due 
punii antipodi qualunque di essa non la determinano. Dìfatti preso un altro punto 
U sulla r, tutte le rette (t. III) che passano per esso, fra cui la r, passano per 
un altro punto V, quindi vi è sulla r un punto V che con U non la determina, 
e per il teor. precedente questi due punti sono antipodi. 

li. Def. Se la retta è chiusa duo suoi punti la dividono in due parti ; per 
segmento determinato in essa dai due punti s'intenderà generalmente la minore 
di queste due partii e se queste sono eguali si intenderà indifferentemente Tuna 
Taltra di esse. Se A e B sono tali da non individuare una retta, vi sono quanti 
si vogliono segmenti da essi compresi, cioè due sopra ogni retta passante per 
A, B. Se la retta è aperta un suo punto qualunque la divide in due parti che 
si chiamano rag^i e due suoi punti qualunque vi determinano un segmento (V. 
§ I, n.o 5). 

Post. V. Se due rette hanrìo un punto comune, in ciascuna di esse 
esiste un segnrìento uguale ad un segnnento qualunque dell'altra. 

TOL. XLII. 21 
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Cor, Questa proprietà vale anche per due rette a, b non aventi alcun punto 
comune; giacché presa una retta e determinata da un punto di a ed uno di h, 
fissato un segmento in a, ve n'è, per il postulato precedente, uno eguale in e, 
ed uno eguale a questo ve n'è in b. 

m 

Teor. I. Due rette chiude r, r' considerate {in due determinati versi) come 
segmenti XMX, X'NX' aventi le origini in due punti X, X' e i termini in questi 
stessi puntij sono eguali. Difatti in r' esìste un segmento eguale ad XMX, ed uno 
eguale a quello ne esiste (post. I) nel verso fissato a partire da X'; sia esso 
X'NY'; allora è X'NY'<X'NX' e perciò XMX < X'NX', cioè non può essere 
XMX>X'NX'. Analogamente non può essere X'NX'>XMX e perciò è X'NX'=XM:X, 
e. V. d. 

Tbor. il Se una retta è aperta (chiusa) tutte le altre lo sono. Supponiamo 
che possa essere r aperta ed r' chiusa. Fissato un verso in ciascuna retta ed i 
punti A; A'; e considerata la retta r come segmento ARA, esiste in r' a partire 
da A' nel verso fissato un segmento A'B'^ AKA, e prendendo un punto C pre- 
cedente di A', dovrebbe esistere in r a partire da A un segmento AB^C'B', il 
che porterebbe ad essere AB<AKA in contraddizione col fatto che è C'B'>A'B'. 

Oss. I sistemi geometrici possibili coi postulati fin qui posti sono quelli in 
cui due punti qualunque determinano una retta che può essere chiusa o aperta, 
e quello in cui vi sono coppie di punti che non determinano una retta^ la quale 
allora è sempre chiusa; quest'ultimo dicesi sistema sferico. 



III. Nozioni generali sulle figure eguali. 

12. Def. Dicesi figura rettilinea di un gruppo di punti la figura determi- 
nata da questi punti, dai segmenti che hanno per estremi questi punti medesimi, 
dai segmenti che i punti di questi ultimi determinano due a due, ecc. Ogni altra 
figura dicesi non rettilinea. Nel sistema sferico s'intenderanno escluse le coppie 
di punti antipodi giacché il loro segmento congiungente è indeterminato, cioè i 
punti di ogni coppia siffatta si congiungeranno con gli altri ma non fra loro. 

Oss. Ogni figura non rettilinea appartiene alla figura rettilinea del gruppo 
dei suoi punti. 

Def. L'espressione: Le figure rettilinee F ed F', che non siano segmenti ret- 
tilinei, sono eguali significa che ad ogni punto dell'una corrisponde uno ed un 
solo punto dell' altra figura, e che ciascun segmento determinato da due punti 
A, B dell'una è uguale al segmento determinato dai punti corrispondenti A', B' 
dell'altra; e che ogni punto di F posto in AB ha per corrispondente un punto 
di F' posto in A'B'. L' espressione : Due figure F, F' non rettilinee sono eguali 
significa che sono *figure corrispondentisi in figure rettilinee eguali. Si rappre- 
senta ciò scrivendo F ^ F'. L'anzidetta corrispondenza fra due figure dicesi cor- 
rispondenza di eguaglianza. 

Oss. Deriva subito che se due punti di F nel sistema sferico sono antipodi, 
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lo sono anche i corrispondenti di F' ; diremo che le coppie di punti antipodi 
SODO egaali. 

Non occorre in uno scritto della natura del presente soffermarsi sulla dimo- 
strazione dei due seguenti teoremi, essendo essi ovvie ed immediate conseguenze 
della definizione precedente: lo) Figtire corrispondenti in figure fra loro eguali 
soììo eguali. 2^) Due figure eguali ad una terza sono eguali fra loro, 

Teob. 1. Bue rette qualunque r, r' considerate ciascuna jn un determinato 
verso sono eguali. 

Fissiamo su r, r' (dove ciascuna lettera rappresenta una retta considerata 
in un determinato verso) due punti A, A'. Preso un segmento qualsiasi MN di r 
ve n*è (cor. post. V) uno M'N' ad esso eguale in r' nella quale nel verso fissato 
ve ne sono due P'A', A'Q' uguali ad M'N' e perciò ad MN. Allora si prenda un 
punto qualunque X di r, e tenendo sempre conto dei versi fissati, si consideri 
in r' quel segmento che è uguale a quello limitato da A, X e che ha per primo 
per secondo estremo A' secondo che quello ha per primo o per secondo e- 
stremo A; l'altro estremo di questo segmento sia X'. Allora se facciamo corri- 
spondere ad A il punto A' e ad ogni punto X il punto X' ottenuto come si è 
detto, e viceversa, si ottiene fra i punti delle due rette una corrispondenza uni- 
voca, e siccome presi due punti X, Y di r ed i corrispondenti X', Y' di r' si ha 
AX = A'X', AY = AT', ed XT' è somma o differenza di A'X' , A'Y' secondo 
che è XY somma o differenza di AX, AY, per cui è XY = XT', se ne conclude 
che r ed r' soddisfano alla definizione di figure eguali. 

Oss. Dalla dimostrazione precedente risulta : lo) che fissati due versi nelle 
due rette, si può stabilire in innumerevoli modi fra esse una corrispondenza di 
eguaglianza, essendo arbitraria la scelta dei punti A, A' dai quali si parte per 
stabilirla; 2o) che fissati due punti A, A' come corrispondenti, ma non i versi, 
sono possibili due corrispondenze di eguaglianza, secondo che a un determinato 
verso dell'una si fa corrispondere l'uno o l'altro verso dell'altra ; 3°) che fissati 
due versi e dae punti A, A' corrispondenti, ha luogo un' unica corrispondenza 
di eguaglianza. 

Cor. 1. La retta a partire da un suo punto in un dato verso è tignale alla 
retta stessa considerata da quel punto nel verso opposto, o considerata da un 
altro punto qualunque di essa nel verso dato o nell'opposto, È un'immediata con- 
seguenza dell'osservazione precedente. 

Cor. II. Se la retta è aperta, due raggi qualunque sono eguali. Basta porre 
fra le due rotte che li contengono quella corrispondenza di eguaglianza nella 
quale si corrispondono le origini ed i versi dei due raggi, che allora questi ri- 
sultano figure corrispondenti in figure eguali. 

Teor. II. Ogni figura rettilinea F' eguale ad una retta r è una retta. Presi 
sulla r due punti A, B (non antipodi se siamo nel sistema sferico), vi sono, nella 
corrispondenza di eguaglianza che si sarà posta fra r ed F', due punti A', B' 
corrispondenti in F', tali che è A'B'^AB. Si consideri la retta r' determinata 
da A', B'. Allora preso un punto C di r, se esso è nel segmento AB avrà per 
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corrispondente in F' (def, di figure eguali) un punto del segmento A'B', quindi 
di r'; se invece è esterno al segmento AB, p. e. in modo che sia B interno ad 
AC, avrà per corrispondente un punto C in guisa che il corrispondente di B 
dev'esser un punto del segmento A'C; ma il corrispondente di B è B', quindi 
la retta A'C avendo i punti A', B' in r' coincide con questa, cioè C si trova 
sulla r'. (Se nel sistema sferico fosse C antipodo di A, si sostituirà a quest'ul- 
timo un punto Al del segmento AB, che non sia però antipodo di B). Dunque 
nella corrispondenza di eguaglianza che intendesi posta fra F' ed r ogni punto 
di r ha il suo corrispondente in r', il che fa vedere che F' non può contenere 
punti fuori di r'. Abbiamo poi che ogni punto di r' appartiene ad F', Difatil 
preso un punto X' di r' diverso da A', B', se esso trovasi nel segmento A'B' 
appartiene senz'altro ad F' (che essendo rettilinea contiene i segmenti che con- 
giungono i suoi punti due a due) ; se invece è esterno al segmento A'B', p. e. 
in modo che B' sia interno al segmento A'X' , allora in r si prenda quel seg- 
mento AX, nel verso di AB che è uguale ad A'X'. Ad X deve corrispondere 
in F' un punto X" di r' tale da essere A'X"^ A'X e in modo da contenere B', 
quindi X" è proprio X', il quale dunque appartiene ad F'. Dunque F' è la r\ 
(Se nel sistema sferico fosse X' antipodo di A', si operi come si è detto nell' os- 
servazione fatta poco sopra). 

Cor. I. Ogni figura eguale ad un raggio, se la retta è aperta, è un raggio. 
Si dimostra in modo analogo al precedente prendendo uno dei plinti A, B uel- 
r origine del raggio. 

Cor. II. Ogni figura eguale ad un segmento è un segmento. Si dimostra in 
modo analogo al precedente prendendo i punti A , B negli estremi del seg- 
mento. 

13. Def. Coppia di rette dicesi la figura rettilinea del gruppo di punti di 
due rette. Se le due rette date hanno un punto comune , esso dicesi vertice 
della coppia. 

Post. VI. Date due coppie di rette ab, a'b' di vertici A, A', e posta 
fra a, a'; 6, b' una delie due corrispondenze di eguaglianza che possono 
porsi facendo corrispondere A, A', se il segmento che unisce due punti 
E, F di a, & è uguale al segmento che unisce i due punti corrispondenti 
E', F', lo stesso avviene per due qualunque segmenti che congìungono 
E ed E' (oppure F ed F') rispettivamente con due punti corrispondenti 
di 6, 6' (di a, a'). 

Teor. I. Nelle ipotesi del postulato precedente le due coppie di rette sono 
eguali, in modo che ad a, b corrispondano rispettivamente sl', h\ e ad A, A'. 

Difatti presi due punti B, C di a, ò ed i corrispondenti B' , C , applicando 
successivamente il postulato alle coppie , ab, a'b', si ha EC^E'C, CB^C'B'. 
Presi poi sui segmenti EF, ET' due punti corrispondenti M, M' e parimenti due 
punti corrispondenti N, N' in BC, B'C , allora applicando la conclusione prece- 
dente una volta alle coppie A(B;C, A'(B'JC' ed una alle coppie A(C)B, A'(C')B', 
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si ha NE^N'E', NF^N'F', e applicando poi la conclusione stessa od il postu- 
lato alle coppie N(E)F, N'(E')F', risulta NM = N'M'. Cosi continuando si vede 
che può stabilirsi fra i punti delle due figure rettilinee una corrispondenza quale 
è richiesta dalla definizione delle figure eguali, ed in essa ad a, ò corrispondono 
rt', 6' e ad A, A'. 

Oss. Quando si considera 1' eguaglianza di due coppie di rette s' intenderà 
sempre che al vertice dell' una corrisponda quello deìT altra ed alle due rette 
che determinano l'una corrispondano le due rette che determinano Taltra, Que- 
sta osservazione è necessaria perchè può supporsi che fra le figure rettilinee de- 
terminate dalle due rette a, b e dalle a'y b' possa porsi una corrispondenza di 
eguaglianza in modo che ad a, b non corrispondano a', 6'; anzi nel seguito ciò 
avviene realmente. Difatti in seguito le figure rettilinee coppie di rette aò, aV 
sono costituite da tutti i punti dei piani t:, tJ determinati da a, 6; a', b' e da tutti 
i segmenti che li congiungono due a due , e fra tali piani possono stabilirsi 
innumerevoli corrispondenze di eguaglianza senza che a' , b' corrispondano 
ad a, 5. 

Cor. Se le rette a, b aventi un punto C comune si considerano in un deter- 
minato verso, la coppia ab è uguale alla coppia ba. Difatti presi nelle due rette 
dae punti corrispondenti A^ B nella corrispondenza che si ha tra esse facendo 
corrispondere C a C e tenendo conto dei due versi fissati, cosicché è CA^CB, 
siccome è AB ^ — AB, cosi ha luogo per le coppie ab, ba l'ipotesi del post. VI, 
e perciò esse per il teorema precedente sono eguali. 

Teor. II. Ogni coppia di rette rs di vertice O, considerate in un dato verso, 
è uguale alla coppia r's' delle stesse rette considerate nel verso opposto ^ dove le 
lettere r, s, r', s\ indicano ciascuna una retta ed il verso in cui la si vuol con- 
siderare. Preso un punto M,., della coppia rs in r, lo si consideri nella coppia 
n' chiamandolo allora M^,., e si prenda il suo corrispondente M^y nella coppia 
eguale (cor. precedente) s'r , e questo punto lo si consideri nella coppia s'r' e 
lo si chiami allora M^y e si prenda il suo corrispondente nella coppia rV e sia 
esso M^y. La stessa operazione si faccia per un punto N^, della coppia rs preso 
in ». Allora si ba M^,N,., ^ M^^.N^,» (perchè i due simboli rappresentano lo stesso 
segmento) ^ M^yNjv (cor. prec.) ^ Mj^N,-,.» (come sopra) ^ M^.N,.»,. (cor. prec). 
Ne segue che nelle coppie rs , r's' ì punti M^, , M^y ; N^, , N^y soddisfano allo 
condizioni del postulato VI, quindi (teor. I) le due coppie sono eguali. 

Cor. Se due coppie dotate di vertice ab , rs sono eguali , lo sono anche le 
loro opposte al vertice a'b', r's'. Difatti abbiamo successivamente, applicando il 
teor. precedente e Tipotesi: a'b' ^ab^rs^ r's', 

Teor. III. Se A' , B' sono opposti ad A , B rispetto ad uìi punto esterno 
olla Afi, sono eguali i segmenti AB^ A'B', ed ogni punto dell' un segmento è op- 
posto ad un punto dell* altro rispetto ad 0. Di fatti indicando con a , & le rotte 
determinate rispettivamente da ed A e da e B considerate in un verso e 
con a' , 6' le stesse rette considerate nel verso opposto, si ha (teor. precedente) 
a6 = a'6', quindi AB = A'B'. Se poi X è un punto interno al segmento AB, il suo 
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opposto X' rispetto a deve trovarsi (post. V) sulla retta A'B', e siccome è 
X' A' = X A < AB = A' E', e X'B' = XB < AB = A'B', deriva X'A' < A'B', X'B' < A'B', 
ed inoltre X'A'4- X'B' = XA + XB = AB = A'B', cioè X'A' 4 X'B' = A'B'. Ne 
risalta allora (anche nel caso della retta chiusa) che X' dev' essere interno al 
segmento A'B'. (Se nel sistema sferico A , B sono punti antipodi , lo sono an- 
che A', B'j. 

Teob. IV. Due figure Y, F' ojìposte rispetto ad un punto sono eguali. Se 
F è rettilinea lo è anche F' e si ha una corrispondenza biunivoca fra i loro 
punti prendendo come corrispondenti quelli che sono opposti rispetto ad 0; inol- 
tre per il teor. precedente a punti di un segmento corrispondono punti di un seg- 
mento ad esso eguale , quindi le due figure sono eguali. Se le due figure non 
sono rettilinee, si vede subito che sono corrispondenti nelle figure rettilinee da 
esse determinate, le quali risultano pure opposte rispetto ad e perciò eguali per 
la prima parte della dimostrazione *, dunque anche in questo caso F ed F' 
sono eguali. 

IV. Alcune proprietà della retta euclidea, 

14. Post. VII. Se due rette sono opposte Tuna air altra rispetto a un 
puntO; vi sono in esse due punti opposti rispetto al punto di mezzo 
di un loro qualunque segoìento trasversale, diverso dagli estremi di 
questo. 

Oss. I. Ne segue, in virtù del post. V , che le due rette sono figure oppo- 
ste rispetto al punto di mezzo di ogni loro segmento trasversale. 

Oss. Nel sistema ellittico semplice (retta chiusa determinata da due suoi 
punti qualunque) prendiamo due rette a, 6 aventi in comune un punto X. Con- 
siderate le rette come segmenti con Torigine in X, si prendano i loro punti medi 
M, N, e del segmento MN si fìssi il punto medio 0. L' opposto di M rispetto ad 
X è M, e cosi N è T opposto di N rispetto ad X, perciò la figura opposta della 
retta MN rispetto ad X è (post. V) una retta passante per M , N , cioè la MN 
stessa, quindi Y opposto di un punto Y qualunque di questa retta rispetto ad X 
è Y stesso, cosicché sono eguali i due segmenti XY. Così sono eguali i due seg- 
menti XO , ed allora essendo rispetto ad gli opposti di M , X i punti N , X, 
ropposta della retta a rispetto ad è la 6, Ora preso un altro punto generico 
Oj di MN si ha che sono eguali i due segmenti XO^, cioè 0^ è il punto medio 
del segmento trasversale XO^X di a, h, ma queste due rette non sono figure op- 
poste rispetto ad 0^ perchè non è O^M^OiN. Dunque dal post, VII rimane 
escluso il sistema ellittico semplice. 

Prendiamo nel sistema ellittico doppio o sferico (retta chiusa non determinata 
da due punti antìpodi) due rette a, b aventi in comune due punti (antipodi) X, Y, e 
consideriamo in ciascuna il punto medio M, N di uno dei segmenti XY, e del seg- 
mento MN prendiamo il punto medio 0. La a incontra la retta MN in un altro punto 
M', e siccome MXM' è mezza retta ed MX ne è un quarto, così anche XM' è eguale 
ad un quarto di retta, cioè M' è l'opposto di M rispetto ad X. Analogamente b 
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incontra MN in un altro punto N' che è V opposto di N rispetto ad X. La fi- 
gura opposta alla retta MN rispetto ad X è una retta passante per M', N', cioè 
la MN stessa. (Si noti che M', N' non sono punti antipodi come non lo sono M,N). 
Ora la retta XO incontra la MN in un altro punto O' cosicché 0X0' è mezza 
retta, e siccome è XO ^ XO' (essendo 0, 0' opposti rispetto ad X), cosi è OX 
eguale ad tfn quarto di retta. Lo stesso dicasi di OY. Allora l'opposta della retta 
XM, cioè di a, rispetto ad O è una retta che passa per Y, N, cioè la 6. Ora 
preso un altro punto 0^ generico del segmento MN, il suo opposto 0\ rispetto 
ad X è pure sulla MN , e si ha come sopra che XO^ è uguale ad un quarto di 
retta , e lo stesso dicasi di YO, , cioè Oj è punto medio del segmento trasver- 
sale XO|Y di a, b, ma tuttavia queste non sono opposte Tuna all' altra rispetto 
ad Oj non essendo O^M ^ O^N. Dunque dal postulato VII rimane escluso anche 
il sistema ellittico doppio. 

Il sistema di geometria nel quale la retta è soggetta al post. VII dicesi si- 
itema euclideo. Dopo le considerazioni precedenti (tenendo presente V oss. del 
D. il; segue: Nel sistema euclideo la retta è aperta, 

Def. Due rette opposte V una air altra rispetto ad un punto nel sistema eu- 
clideo le diremo parallele. 

Teor. I. Due rette parallele e distinte r, s non hanno alcun punto comune. 
Supponiamo che abbiano il punto A comune. Allora preso un segmento trasver- 
sale RS ed il suo punto medio 0, dovrebbero le due rette avere in comune an- 
che il punto A' opposto di A rispetto ad 0, cosicché le due rette coinciderebbero, 
contro l' ipotesi. 

Teor. IL Per un punto A passa una ed iena sola retta parallela ad una 
retta data r (parallela che coincide con la r se questa contiene A). Difatti preso 
un punto B sulla r (diverso da A se questo è sulla r), la figura opposta alla r 
rispetto al punto medio del segmento AB è una retta s passante per A, e que- 
sta è parallela alla r. Un' altra non ve ne può essere perchè una sola è la fi- 
gura opposta alla r rispetto ad 0. 

Teor. III. Segmenti paralleli compresi fra rette parallele sono eguali. (Dalla 
dimostrazione risulterà V esistenza di sifl'atti segmenti). Siano a, a' due rette pa- 
rallele ed AA' un loro segmento trasversale e sia B un altro punto di a per il 
quale si conduca la parallela alla AA'. Rispetto ai punto medio del segmento 
BA' l' opposto dì A dev' essere un punto B' situato (post. VII) tanto nella a' 
qtfanto nella parallela alla A A' condotta per B, cosicché questa retta eì a' 
avranno il punto B' comune, ed allora i segmenti AA', BB' si trovano nelle con- 
dizioni deir ipotesi del teorema , ed essendo opposti rispetto al punto (n. 13, 
teor. ni) sono eguali. 

15. Teor. I. La retta che unisce i punti medii C, B' di due lati AB, AC di 
MM triangolo ABC riesce parallela al terzo lato. Se è A' l'opposto di B' rispetto 
a C, si ha A'B-s AB' (n. 13, t. III) = B'C (n. 14, t. Ili), e siccome l'opposto di 
A'B rispetto al punto di mezzo di B'B dev' essere eguale ad A'B , trovarsi 
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sulla retta AC (che è parallela alla A'B), ed avere un estremo in B', cosi Taltro 
estremo è o A o C; e non potendo questo estremo essere A perchè la A'A (op- 
posta alla B'B rispetto a C) è parallela alla B'B e non la può quindi incontrare 

in 0, cosi sarà C. Dunque la B'C contenendo i punti B' , A' che sono opposti 

di B; C rispetto ad è parallela alla BC. 

Cor. I. La parallela condotta ad un lato di un triangolo per il punto medio 
di un altro lato taglia il terzo lato^ e precisamente per metà. 

Cor. ]I. Il segmento compreso fra i punti di mezzo di due lati di un trian- 
golo è uguale alla metà del terzo lato. 

Teor. il Date due rette parallele a , x , la parallela b condotta per un 
punto B di una loro trasversale AX ad una di esse , a, è parallela aU'altraj x. 

Preso un punto A' diverso da A sulla a, la parallela alla AX passante per 
esso (dim. del teor. I) taglia b in un punto B' ed x in un punto X'. Supponiamo 
ora che sia B interno al segmento AX, cosicché si avrà AX > AB^ e siccome è 
(t, I) A'B' = AB, A'X' = AX, sarà A'X' > A'B', quindi B' è interno o ad A'X' o 
air opposto di questo, A'X", rispetto ad A'. Ma interno ad A'X", che è opposto 
ad AX rispetto al punto medio di AA' {V opposto di AX rispetto ad O non 
potendo essere A'X', perchè XX' è parallela ad AA' e non può quindi passare 
per 0, e dovendo essere eguale ad AX, sarà A'X"), è il punto B" opposto a B 
rispetto ad (B' non è opposto di B rispetto ad perchè BB' è parallela ad 
a), e che è tale da avere pure A'B" = AB = A'B' ; quindi B' è interno ad A'X'. 
Dalle relazioni scritte sopra risulta poi B'X' = BX. Ora se per B si conduce la z 
parallela alla x, risulta come prima che essa incontra il segmento A'X' in un 
punto Z tale da essere X'Z^XB, quindi X'Z^X'B', cosicché Z coincide con 
B' e 2; con ò. Resta cosi dimostrato il teorema per il caso che B sia interno 
ad AX. 

Se X è interno ad AB, si ha per ipotesi che a è parallela alla ò, quindi la 
X che è parallela ad a passante per un punto interno ad AB è, per la dimo- 
strazione precedente, parallela alla b, cioè la b alla x. 

Se è A interno al segmento BX non può essere né B' interno a A'X', né X' 
interno ad A'B', altrimenti considerando per B' la 6 parallela alla a, risulterebbe 
per i casi precedenti B interno ad AX o X interno ad AB , contro l' ipotesi, 
quindi dev' essere A' interno a B'X'. Ora se da B si conduce la parallela z alla 
Xj risulta allo stesso modo che essa incontra il prolungamento di X'A' (dalla parte 
di A') in un punto Z tale da essere X'Z^XB^X'B', cosicché Z coincide con 
B' e 2 con b, 

Teor. IH. Diviso un lato di un triangolo in 2^ parti eguali, se dai punti di 
divisione si conducono le parallele ad un altro lato, esse incontrano il terzo lato 
in punti che lo dividono in 2** parti eguali. 

Supponiamo che questo sia vero per un certo valore di n , cosicché dette 
ACi , C1C2 , . . . , C2ii_i B le parti in cui si è divìso AB, le parallele a BC con- 
dotte per Cj , Cj , . . . , incontrino il lato AC nei punti B^ , B^ , . . . ^ in modo da 
essere AB^ s B^B, . . . Allora condotta per C^^ la parallela alla Bffi^^^ , essa in- 
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contra la C^^+iB^^.^ in un pnnto M (dim. del teor. Ili, n. 14); se poi per il punto 
medio L di G,^Gf^^^ si conduce la parallela a C;^*.iB^^, (ed ossa è allora per il 
tfìor. precedente parallela anche alla BC), essa taglia il lato C^M del triangolo 
Cj^C^+^M per metà in un punto P, e tagliando C^^M taglierà (dim. del teor. Ili, 
n. 14) anche B^^B;^^^ in un punto Q, e siccome è B^^Q^C^P^PM^ QB^^.i , così 
Q è punto medio di B^B;^^.j. Ciò fa vedere che se il teorema è vero per un certo 
valore di n lo è anche per « + 1, ed essendo vero per n = ì lo è sempre. 

Oss. Si vede subito che nel triangolo AC^B^ è C^^B;^ ^ - BC, cosicché al ere- 

scere di n diventano indefinitamente piccoli i lati AC, , AB, e con essi anche 
CjBi. Ora generalizzeremo questa proprietà col seguente 

Post. Vili. Se due lati di un triangolo diventano indefinitamente pic- 
coli, anche il terzo lato diventa indefinitannente piccolo. 

Teor. IV. Se da wn punto qualunque interno {od esterno) di un lato di un 
triangolo si conduce la parallela ad un altro lato, essa incontra il terzo lato del 
triangolo in un punto interno {esterno). 

Osserviamo anzitutto che dato un segmento MN = a qualunque, ed un altro 

segmento e < a , si può sempre scegliere il numero intero m in guisa da es- 

a 
sere — < s ; basta perciò prender m in modo che sia mt > a (il che è sempre 

possibile per il post. I). Ne segue che preso n in modo da essere 2'* > wi , sarà 

rt _ a 

pure — < e. Preso allora in a un punto Y tale da non essere MY = A:-^ per nes- 

snu valore di n, si considerino tutti quei punti X di a per i quali si può seri- 
ci 
vere MX^« --^, e di questi si pongano in un gruppo tutti quegli X^ per i quali 

è MXj < MY e in un altro tutti gli altri X^ per i quali è MX^ > MY. Questi due 
gruppi di punti formano (lo si vede subito) due classi contigue, le quali hanno 
quindi un punto di separazione che non può essere che Y , giacché ogni seg- 
mento XjXj lo contiene, mentre che esso non è né un Xj né un Xj. 

AB 
Ora sul lato AB si prenda un punto Y interno, tale da non essere BY = k — 

n 

(alirimenii si ricade nel teorema precedente), e si formino in AB i due gruppi 
nel modo sopra indicato per a. Conducendo per i punti di questi gruppi le pa- 
rallele a BC , esse incontrano AC pure in due gruppi di punti che si vede su- 
bito che sono contigui e che ammetteranno perciò un punto dì divisione Y' e se 
per i punti di questi due gruppi conduciamo le parallele al lato AB, esse incon. 
trano BC e perciò anche il segmento YCj (essendo Cj il punto d'incontro della 
parallela a BO per Y con la parallela ad AB condotta per C), in due gruppi di 
punti contigui, e quindi anche questi gruppi di YC^ avranno un punto di divi- 
sione Y". Sia R un punto del gruppo che é nel segmento BY ed R' il punto in 
cui la parallela a BC condotta per R incontra AC. Conducendo per R' la pa- 
rallela ad AB, essa incontra YC^ in un punto R" ed è R'E"^RY. Ripetendo 
quest' operazione per ogni punto del gruppo anzidetto del segmento RY, siccome 
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segmenti R^Y , RgY , . . . diventano piccoli quanto si vuole, altrettanto avviene 
dei loro eguali R^R''^ , R'gR''^ , ... Ne segue che considerando i triangoli Y'R'R" 
Y'R\R"i , . , . , siccome i lati Y'R', Y'R'j , . . . ed i lati R'R'', R\R"i , . . . diven- 
tano piccoli quanto si vuole, altrettanto avviene dei lati Y'R", Y'R''^ , . . . Dopo 
ciò si vede che Y' , Y" devono coincidere , altrimenti considerando i triangoli 
Y'R'T", Y'R"iY" , . . . diventerebbero indefinitamente piccoli i lati Y'R",Y'R'\ , . . . 
ed i lati R'Y" , R"jY" , R'^gY",... senza che altrettanto avvenisse del lato co. 
stante Y'Y", contro il post, precedente. Con ciò resta dimostrato che la retta YC^ 
incontra AC nel punto interno Y'. 

Se il punto Y ò esterno al lato AB dalla parte di B, si prendano sui raggi 
AB, AC due multipli AM, AN rispettivamente dei lati AB , AC secondo un nu- 
mero 2^, in guisa che AM sia maggiore di AY cosicché contiene Y. Allora conside- 
rando il triangolo AMN si ha (teor. prec.) che BC è parallela ad MN, quindi la 
parallela per Y a BC lo è anche ad AM (teor. Il), ed essa per la dimostrazione 
precedente applicata al triangolo BMN taglia BN internamente , e per la stessa 
dimostrazione applicata al triangolo NBC taglia NC in un punto interno e perciò 
esterno ad AC dalla parte di C. 

Se Y è esterno ad AB dalla parte di A^ basta prendere il triangolo AB'C 
opposto ad ABC rispetto ad A, e poi applicare la dimostrazione del primo o del 
secondo dei due casi precedenti secondo che Y cade entro o fuori di AB'. 

Oss. Risulta dalla dimostrazione fatta che condotta per un punto Y della 
retta AB la parallela a BC , il punto Y' in cui essa incontra la retta AC tro- 
vasi dentro il segmento AC , esterno a questo dalla parte di o di A secondo 
che è Y dentro il segmento AB oppure esterno a questo dalla parte di B o di A. 



V. Nozioni generali sul piano. 

16. Def. La figura data da tutte le rette {generatrici) che congiungono i 
punti di una retta r {direttrice) con un punto P ad essa esterno {centro) e dalla 
parallela {generatrice) a questa retta dicesi fascio di rette , o fascio di raggi o 
pianOf secondo che si considera come elemento la retta, il raggio od il punto. 
Il fascio di raggi di centro P e direttrice r si denota con (P r) ed il piano 
con Pr. 

Teor. I. Se una retta taglia nei punti M, N due lati (rette) AB , BC di un 
triangolo ABC, essa o taglia il terzo lato o è parallela al medesimo. Dico che se 
MN non è parallela ad AC lo taglia. Difatti condotta per M la parallela ad AC, 
essa taglia BC (n. 15, teor. IV) in un punto P, Ora o P coincide con N, cioè MN 
è parallela ad AC, oppure considerando il triangolo MNP, la CA parallela al lato 
PM taglia (n. 15, teor. IV) il lato MN. 



Teor. II. Ogni retta d determinata da due punti qualunque di un piano Na 
appartiene al piano, Se i due punti sono entrambi in a od in una generatrice 
la d è a quella generatrice, quindi appartiene al piano. I due punti siano ora, 
almeno uno, fuori di a in due generatrici diverse e, e', di cui una almeno, p. e. 
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e, taglia certo a. Se la e' è parallela ad a, la d (n.o 15, t. IV applicato al trian- 
golo cc^d) è tagliata dalla a 5 se e' taglia a (toor. prec.) la rf o taglia a le è 
parallela. Avviene dunque sempre che la d taglia a le è parallela. Nel primo 
caso ogni retta che unisce N con un punto di d (teor. prec. applicato al trian- 
golo cda) taglia a le è parallela, cioè è una generatrice di Na, al quale 
dunque appartiene ogni punto di d. Nel secondo caso, preso un punto qualun- 
que X di dj applicando al triangolo di lati e, NX, d il t. IV del n.o 15, la NX 
è tagliata dalla a, quindi è una generatrice di Na al quale dunque X appar- 
liene. 

Oss. Risulta ancora da questa dimostrazione: Ogni retta d del piano Na 
taglia la direttrice le è parallela. 

Cor. La parallela r' ad wia retta r del piano condotta per un punto A! di 
detto piano appartiene al piano. Difatti essendo A un punto di r, il segmento 
AA' sta sul piano, quindi anche il suo punto medio O, e perciò anche la retta 
OB, essendo B un altro punto di r, quindi anche B' opposto di B rispetto ad 0; 
ma B' è in r' che così avendo i due punti A', B' sul piano, gli appartiene. 

Teor. HI. Un piano Na può esser generato prendendo una sua retta qua- 
lunque a' come generatrice ed un suo punto qualunque N', posto fuori di a', come 
emiro. 

Essendo N', a' in Na, ogni retta che unisco N' con un punto di a' e la pa- 
rallela ad a' per N' sono in Na, nel quale dunque trovansi tutte le generatrici, 
e perciò tutti i punti, di N'a'. Ora ogni retta di Na taglia a le è parallela, 
perciò potremo scegliere fra le generatrici di N'a' duo che taglino a, la quale 
avendo così due punti in N'a' gli appartiene. Di piti essendo N, N' in Na, in 
questo vi è la NN', la quale dunque o taglia a (che è in N'a') quindi avendo 
quest'intersezione ed N' in N'a', gli appartiene; è parallela ad a (retta di N'a'), 
quindi è in N'a'. In ogni caso adunque a ed N sono in NV, dopo di che si vede 
come sopra che ogni punto di N'a' è in Na, il quale risulta così generabile an- 
che prendendo per centro o direttrice rispettivamente N', a'. Il ragionamento si 
semplifica se a' od N' coincidono rispettivamente con a con N. 

Cor. Un punto N ed una retta a non passante per esso determinano un 
piano. Difatti il piano di centro N e direttrice a contiene questi due elementi. 
Se un secondo piano N'a' passa per N, a, siccome esso può generarsi anche 
prendendo come centro N e come generatrice a, così coincide con Na. 

Sei^uono immediatamente le proposizioni: 'Ire punti non collineari, oppure 
^nerette che s^ incontrano due rette parallele determinano un piano — Due 
rette di un piano sono parallele s' incontrano — In un piano se una retta 
^ incontra un'altra, incontra ogni retta a quesV altra parallela, 

VI. Il fascio di raggi e V angolo. 



que 



17. Teor. I. Ogni retta congiungente un punto P con un punto X qualun- 
di una retta AB incontra ogni altra retta A'B' che si appoggia in A',B' alle 
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rette FA , PB se non è parallela ad AB. Applicando il teor, I del n. 16 al trian- 
golo PAB si ha che A'B' o t<'igli/i AB in uu punto C o è parallela ad AB. Nel 
primo caso applicando lo stesso teorema al triangolo ACA' si ha che PX o tag^liu 
A'B' le è parallela; nel secondo caso applicando il teor. IV del n. 15 al trian- 
golo PAX, si ha che A'B' taglia PX. 

Oss. Se non si preferisce, come abbiamo fatto noi , di dare di questo teo- 
rema una dimostrazione indipendente dalla nozione di piano, si può dire più 
brevemente così: Le rette PA, PB determinano un piano che contiene AB, A'B', 
PX e perciò PX o taglia A'B' e le è parallela. 

Teor. II. Date due rette segantisi in un punto P e fissati due loro versi, e 
presi in questi versi, a partire da P, dice punti A,B, e negli stessi versi oppure 
nei loro opposti^ due punti A', B', ogni retta passante per P che incontra il seg- 
mento AB in un punto X, incontra pure il segmento A'B'. 

I. Sia A'B' parallela alla AB. Supponiamo che trovandosi A' , B' nei versi 
di A, B sia A interno a PA', per cui (n. 15, t. IV applicato al triangolo PA'B*) 
è B interno a PB'; la A'B' poi (stesso teor. applicato al triangolo PAX) incon- 
tra certo PX in un punto X' esterno al segmento PX dalla parte di X e quindi 
appartenente al raggio PX. Condotte per A e B le parallele a PX, esse nei triangoli 
PA'X', PB'X' incontrano A'X', B'X'in punti interni E, F, cosicché il segmento EF è 
interno al segmento A'B'. Ora si ha AX=EX', XB=X'F, quindi AX-f XB=BX'+X'F, 
cioè, essendo X interno ad AB, sarà AB^EX' + X'F, ed avendosi AB^EF, 
sarà infine EX' +X'F = Ee\ il che dice che X' è interno ad EF e perciò ad 
A'B'. Ora nelle stesse ipotesi di prima sia X esterno ad AB , p. e. nel verso di 
AB; anche in questo caso la A'B' incontra PX in un punto X'. Allora conside- 
rando le rette PA, PX nei versi PA, PX, applicando il ragionamento prece- 
dente, siccome B è interno ad AX, la PB taglia il segmento A'X' in un punto 
interno, quindi riuscendo B' interno ad A'X' vuol dire che X' è esterno ad A'B' 
nel verso di A'B'. 

II. Siano ancora AB, A'B' parallele, e supponiamo che trovandosi A', B' nei 
versi di A, B, sia A' interno a PA e perciò B' interno a PB. Allora se è X in- 
terno ad AB, anche X' è interno ad A'B', perchè se fosse esterno, allora per la 
seconda parte del ragionamento precedente la PX' incontrerebbe la AB in un 
punto esterno al segmento AB contro l'ipotesi ; ed analogamente se è X esterno 
ad AB non può essere X' interno ad A'B' per la prima parte del ragionamento 
precedente. In questo caso X' si trova nel segmento PX, e perciò appartiene al 
raggio PX. 

III. Sia B' coincidente con B^ ed A interno a PA' ed X interno ad AB. Ap- 
plicando il teor. IV del n o 15 abbiamo che conducendo per X la parallela ad 
A'B, essa incontra nel triangolo A'AB il segmento A'A in un punto E ; dopo ciò 
nel triangolo A'PB la EX incontra il segmento PB in un punto F. Ne viene che 
nel triangolo ABP conducendo per F la parallela ad AB, essa incontra il seg- 
mento PA in un punto F', cosicché A è interno ad EF'. Allora nel triangolo PEF' 
la AB incontra il segmento EF in un punto interno ; dunque X è interno ad EF, 
e perciò (v. 1) PX incontra il segmento A'B in un punto X'. In questo caso X' 
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è esterno al segmento PX dalla parte di X, e quindi appartiene al raggio PX. 
Xella stessa ipotesi che B' coincida con B, se è A' interno al segmento PA, sono 
ovvie le modifìcnzioni da apportare alla precedente dimostrazione. In questo caso 
X' è interno al segmento PX, e quindi appartiene al raggio PX. 

IV. Venendo al caso in cui AB, A'B', sempre nei versi fissati, siano in po- 
sizione generica^ condotta per A, se questo è intemo a PA', la parallela ad A'B' 
(o per A', se questo è interno a PA, la parallela ad AB), essa incontra nel trian- 
golo PA'B' il lato PB' in un punto E. Allora se X è interno ad AB, la PX 
(V. Ili) taglia il segmrmto AE in un punto X'' (del raggio PX), e quindi (v. I) 
ijiglia pure il segmento A'B' in un punto X' (del raggio PX", e quindi appar- 
tenente al raggio PX). 

V. Se infine A', B' si trovano nei versi opposti a quelli di A, B, si prendano 
rispetto a P gli opposti dì essi A"^ B". Allora se X è interno ad AB, la PX ta- 
glia A"B" in un punto interno X" (del raggio PX), il cui opposto rispetto a P 
è (n.« 13, t. Ili) un punto X' del segmento A'B', e questo punto X' è nel raggio 
opposto a PX", quindi opposto a PX. 

18. OssJ e Def. Sia un punto di un segmento AA' trasversale di due rette 
parallele r, *. Allora le rette passanti per e seganti r in punti che si seguono 
in un determinato verso, tagliano s pure in punti che si seguono in un deter- 
minato verso. Difatti siano A, B, C tre punti di r succedentisi in un verso, co- 
sicché B è interno al segmento AC. Allora sappiamo che (teor. prec.) essendo 
A'j B', C i punti in cui s è incontrata da OA, OB, OC, risulta B' interno al seg- 
mento A'C, cosicché A', B', C si seguono in un determinato verso. Se si pren- 
dono due punti come 0, cioè ed O, , il verso che sulla s viene determinato 
in corrispondenza ad un dato verso di r operando nel modo anzidetto con O, è 
lo stesso di quello che risulta operando in quel modo con Oj. Dìfatti si condu- 
cano per 0, 0, due segmenti trasversali paralleli AA', BB'j , e si fissi in r un 
verso, p. e. quello nel quale è B seguente di A. Allora essendo B', A'^ i punti 
d'incontro di 8 con OB , OjA , consideriamo in s quel verso nel quale è B' se- 
guente di A' e quello in cui è B', seguente di A\. Nel triangolo BB'B'j (n.© 15, 
t. rV) è A' interno a B'B'^ , e quindi B'^ esterno a B'A' dalla parte di A', cioè 
B'i è rispetto al verso A'B' un precedente di A', quindi il verso B'jA' coincide 
col verso A'B'. Nel triangolo AA'A'j (no 15, t. IV) è B\ interno ad A'A'j , quindi 
A'i è rispetto al verso B'^A', cioè A'B', un precedente di B', , cioè B'^ un seguente 
di A'i , il che vuol dire che il verso A'jB'^ coincide col verso A'B'. 

Date due rette parallele, diremo opposti due loro versi quando possono de- 
terminarsi nel modo ora detto. Si diranno eguali due versi di due rette r, s pa- 
rallele, quando il verso dato in una è opposto a quello che è opposto al verso 
dato nell'altra. 

Se si prende un punto Oj in uno dei prolungamenti di un segmento trasver- 
sale AA'j (p. e. dalla parte di A) di due rette parallele r, s, si vede come sopra 
che le rette passanti per esso e seganti r in punti che si seguono in un dato 
verso, segano puro s in punti che si seguono in un determinato verso, ed ora ve- 
dreno che i due versi sono eguali. Preso in r un punto B diverso da A, e detto B', 
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il punto d'incontro di s con 0,B, si fissino quei versi nei quali B è seguente di 
A e B'i seguente di K\ ; si tratta di dimostrare che questi due versi sono e- 
guali. Si conduca AA' parallelo a BB\ , si prenda in esso un punto e si con- 
duca BO che incontrerà a in un punto B'. Allora (n.o 15, t. IV) nel triangolo 
BB'B'i è A' interno a B\W , cioè B'i è nel verso A'B' un precedente di A' , 
cosicché il verso B\A' coincide col verso A'B'. Nel triangolo AA'A\ (n.o 15, 
t. IV) è B\ esterno ad A'A\ dalla parte di A', quindi A.\ è rispetto al verso 
B'jA', cioè rispetto al verso A'B' un seguente di B/ , ossia è B\ un precedente 
di A'j , cosicché il verso A'^B'j è contrario al verso A'B' , e siccome questo è 
opposto al verso AB, cosi il verso A'^B'j è uguale al verso AB, 

Teor. Se date tre rette parallele v, r', r'', si fissano in r', r" due versi eguali 
ad un dato verso di r, essi sono eguali fra loro. Difatti presa una retta che tagli 
r, r', r" rispettivamente in A, A', A", si fissi in essa un punto O esterno a cia- 
scuno dei segmenti AA', A A'', A 'A". Nel verso fissato in r' sia B' un seguente 
di A' ; allora OB' (per essere eguali i versi fissati in r, r') taglia r in un punto B 
seguente di A nel verso dato in r, e questa OB (per essere eguali i versi dati 
in r, r") taglia r'' in un punto B" che è nel verso fissato seguente di A". Dun- 
que la OB' che taglia r' in un punto B' seguente di A' nel verso in essa stabi- 
lito, taglia pure r" in un punto B'' seguente di A" nel verso dato in essa, quindi 
(oss. prec.) i versi fissati in r', r" sono eguali. 

Cor. I. Se il verso di r', è uguale a quello di r" ed il verso di r" contrario 
a quello di r , saranno fra loro contrari i versi di r' , r , perchè se fossero 
eguali, per il teor. precedente sarebbero uguali anche i versi di r , r'' , contro 
r ipotesi. 

Cor. II. Se i versi di r' , r" sono contrari a quelli di r, essi sono eguali fra 
loro. Difatti si fissi in r' il verso opposto al dato; allora si ha per il cor. prece- 
dente che questo verso è opposto a quello dato in r", quindi (def.) il verso dato 
in r' è uguale al verso dato in r''. 

Due raggi paralleli diconsi di egual verso o di verso opposto , secondo che 
sono eguali o contrari i versi da essi determinati nelle loro rette. 

19. Sia dato il fascio di raggi (Pr) , si segni un verso sulla direttrice r e 
per P si conduca la s parallela alla r e sia PH il raggio di s di ugual verso 
di r, e PK Topposto. Dati due raggi a, b del fascio, chiameremo uno qualunque 
di essi seguente dell* altro, cosicché restano subito soddisfatte le condizioni I, Il 
del n. 1. Dopo ciò: 

I. Si fissi un raggio qualunque a che tagli r in A e due altri raggi b, e di 
cui 6 tagli r in un punto B seguente di A. Si dirà che e è più seguente di b 
rispetto ad a ogni volta che non tagli r in un punto del segmento AB. Se 6 è 
PH, sì dirà che e è più seguente di b rispetto ad a ogni volta che e non tagli 
r in un punto seguente di A. Se 6 è tale che il suo opposto tagli r in un punto 
B (che può anche coincidere con A), si dirà che e è più seguente di b rispetto 
ad a se il suo opposto taglia r in un seguente di B, oppure se e coincide con 
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PK, oppure se e taglia r in un precedente dì A. Se 6 è PK sì dirà che e ò più 
seguente di b rispetto ad a se taglia r in un precedente di A. Se b taglia r in 
un punto B precedente di A , si dirà che e è più seguente di b rispetto ad A 
quando taglia r in un punto del segmento BA. 

U. Ora a sia PH. Allora se b taglia r in un punto B , si dirà che e è più 
seguente di b rispetto ad a se taglia r in un seguente di B. Se 6 è tale che il suo 
opposto tagli r in un punto B, si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a, 
1."^) se il suo opposto taglia r in un seguente di B, 2.o) se e è PK, 3.o) se e ta- 
glia r in un precedente di B. Se 6 è PK , si dirà che e è più seguente di b ri- 
spetto ad a se taglia r. 

III. Sia a tale che il suo opposto tagli r in un punto A; allora se b taglia 
r in B, si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a, l.o) se taglia r in un 
seguente di B, 2^) se è PH, S®) se il suo opposto taglia r h\ un precedente di 
A. Se & è PH, si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a, se il suo oppo- 
sto taglia r in un precedente di A. Se ò è tale che il suo opposto tagli r in un 
panto B precedente di A, si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a, se il 
suo opposto taglia r in un punto del segmento BA. Se & è tale che il suo oppo- 
sto tagli r in un punto B seguente di A, si dirà che e è più seguente di b ri- 
spetto ad a, ogni volta che il suo opposto non taglia r in un punto del segmento 
AB. Se 6 è PK si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a, ogni volta che 
il suo opposto non taglia r in un seguente di A. 

IV. Ora a sia PK. Se b taglia r in un punto B si dirà che e è più seguente 
di h rispetto ad a se non taglia r in un precedente di B. Se 6 è PH , si dirà 
che e è più seguente di b rispetto ad a se il suo opposto taglia r. Se Topposto 
di 6 taglia r in un punto 6, si dirà che e è più seguente di b rispetto ad a ogni 
volta che il suo opposto taglia r in un seguente di B. 

Dopo ciò restano soddisfatte le condizioni III e IV del n. 1. Ha pure luo- 
go r ipotesi della condizione V, ed allora è facile verificare che in ogni caso 
l'intera condizione ha luogo. Allora si può concludere che il fascio di raggi è 
un sistema lineare chiuso, 

Teor. I. Se in un fascio, fissato un elemento qualunque a, si sa per due ele- 
menti qualunque dire quale è piib seguente delV altro rispetto ad a, lo stesso av- 
ttewe fissando un altro elemento qualsiasi. 

Si fissi un altro elemento b e due elementi e, d, e si voglia sapere quale 
dei due è più seguente dell' altro rispetto a b, dato p. e. che sia d più seguente 
di e rispetto ad a. 

I. Sia e più seguente di b rispetto ad a, e d più seguente di 6 rispetto ad 
a. Allora essendo d più seguente di e rispetto ad a (^), siccome è anche e più 
seguente di b rispetto ad a (n) , sarà (n. 1, V) d più seguente di e rispetto a b, 

II, Sìa b più seguente di e rispetto ad a, e d più seguente di b rispetto ad 
n. Ne deriva (n. 1, V) che d è più seguente di 6 rispetto a e; ma è anche e più 
seguente di d rispetto a e, quindi (n.o 1, V) ò e più seguente di d rispetto a 6. 

HI. Sia b più seguente di e rispetto ad a, e & più seguente di d rispetto 
ad a. Allora essendo d più seguente di e rispetto ad a, si ricava b più seguente 
di d rispetto a e (a) , e siccome è e più seguente di b rispetto a e (^), cosi sarà ^ 
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(n. 1, V) e più seguente di b rispetto a e/, e da questa con la d più seguente 
di e rispetto a rf si ricava (n. 1, V} che è d più seguente di e rispetto a 6. 

Osa. Siano date due rette parallele r, 8 tagliate dalla u rispettivamente nei 
punti F, P e dalla t parallela alla u nei punti A, H. Allora sono estuali i versi 
FA, PH. Difatti condotto il segiiiento AP e preso il suo punto medio O , si ha 
che anche H è opposto ad F rispetto a questo come è P opposto ad A, cosiccliè 
il verso HP è opposto al verso FA che è quindi eguale al verso PH. Analoga- 
mente è il verso AH eguale al verso FP. Chiamiamo AM il raggio che parte da 
A ed è nel verso FA. Allora abbiamo: 

I. Ogni raggio uscente da V e segante il segmento AH taglia il raggio AM, 
e reciprocamente. Ditatti se è X' un punto di AH, nel triangolo PHX' la r (n. 15, 
t. IV) taglia PX' esternamente dalla parte di X' in un punto X, e siccome il 
verso AX è uguale al verso PH e perciò al verso FA, così X trovasi in AM. 
Abbiamo inoltre che se X' è interno al segmento AY' essendo Y' tin altro punto 
di AH, è pure X interno ad AY, essendo Y il punto d'incontro del raggio PY' 
con r (n. 17 , t. II), e cosi pure ogni raggio uscente da P che sega il seg- 
mento AY sega anche AY'. Supponiamo ora che possa esservi un ultimo raggio 
PU, essendo U un punto del raggio AM che tagli AH in un punto U'; ma al- 
lora se prendiamo un punto Z' del segmento U'H, il raggio PZ' taglia il raggio 
AM in un punto esterno ad AU, il che ci fa vedere che V ultimo raggio in di- 
scorso non esiste. Chiamando AL il raggio di t che è nel verso HA , abbiamo 
analogamente: Ogni raggio uscente da F e segante il segmento AF taglia il rag- 
gio AL, e reciprocamente, 

IL Chiamando HG il raggio di t che parte da H ed é nel verso AH, ed FN 
il raggio di r che parte da F e va nel verso AF, abbiamo: Ogni raggio uscente 
da F e che taglia il raggio HG (il raggio FN), Ita il suo opposto che taglia il rag- 
gio FN (il raggio HG). Difatti se è PB' un raggio segante HG, nel triangolo HPB' 
la r (n. 15, t. IV) taglia il lato B'P in un punto B esterno dalla parte di P , e 
siccome allora nel triangolo AB'B il punto P è interno a B'B, cosi (n. 15, t. IV) 
F è interno ad AB , cioè B è sul raggio FN. Abbiamo ancora che se C è un 
altro punto di HG, cosicché sia B' interno ad HC, il punto C d* incontro della 
retta PC con la r è interno ad FB. Dìfatti preso un punto E del raggio oppo- 
sto a PF, si ha, come nella prima parte, che PC taglia il segmento B'E in un 
punto Ci , e allora (n. 17, t. II) la retta PCj taglia FB in un punto C interno. 

Teck. IL II fascio di centro P , considerato come sistema ordinato , è sem- 
pre lo stesso quahmque sia la direttrice presa per fissarne i versi. 

Si prenda come direttrice una volta la r ed una volta la t Si vuol dimo- 
strare che fissati i versi del fascio una volta a partire dalla direttrice r ed uno 
a partire da < , si può sempre stabilire un verso della prima volta ed una del- 
la seconda in modo che se rispetto Tuno è e più seguente di ò rispetto ad a, 
lo stesso avviene sempre anche rispetto l'altro (ed allora il medesimo fatto av- 
verrà per i due versi opposti). Se le due rette r, t sono parallele, la tesi si ha 
immediatamente. Se non sono parallele si conservino tutte le notazioni dell' os- 
servazione precedente, si stabiliscano i versi FA ed AH e si fissi come raggio a 



)( 177 )( 

il raggio PA e come raggio b uno che seghi r in un punto B seguente di A , il 
quale taglierà allora in un punto B' il segjpento AH , quindi t in un seguente 
di A. Allora un raggio e sappiamo che si dice pia seguente di b rispetto ad a 
nel fascio ordinato {Fr) quando non sega il segmento BA; ma allora esso (n. 17, 
t. II) non sega nemmeno il segmento AB', e perciò ò pure più seguente di h ri- 
spetto ad a nel fascio ordinato (Pt). Se & è il raggio FH, sappiamo che si dice 
che in (Pr) il raggio e è il più seguente di b rispetto ad a quando non taglia 9* 
in un punto del raggio AM^ cosicché non taglia il segmento AH (oss. prec); e 
perciò è più seguente di b rispetto ad a anche in (Ptl Cosi continuando si ve- 
rifica senza nessuna difficoltà (con la scorta deir oss. che precede questo teore- 
ma) la tesi per qualsiasi posizione di b (tenendo presente la prima parte del 
n. 19), tenendo fermo il raggio a. Ora si prendano tre raggi qualunque b^ e, d o 
sia p. e. in (Pr) e più seguente di b rispetto Sid a, d più seguente di b rispetto 
ad a, e (2 più seguente di e rispetto ad a, e perciò (n. 19, t. I, prima parte della 
dim.) d più seguente di e rispetto a &; allora per la parte precedente della di- 
mostrazione si ha che anche in (P() è e più seguente di b rispetto ad a, d più 
segTOLenie di b rispetto ad a, e d più seguente di e rispetto ad a, e perciò (n. 19, 
t. I) è d più seguente di e rispetto a b. Analogo ragionaménto ripetendo megli 
altri casi contemplati nella dimostrazione del teor. I di questo numero, si ot- 
tiene in ogni caso la tesi del presente teorema. 

20. Teor. I. I punti della coppia di rette ab di vertice G sono quelli del 
piano Ti determinato da a, b. Che i punti della coppia ab siano in z deriva su- 
bito dai teorema che se una retta ha due punti in un piano appartiene a questo. 
Sia ora X un punto qualunque di k fuori di a, ò, e chiamiamo a', a", b\ 6" i 
raggi in cui a, b vengono divise da C. Le parallele condotte per X a 6, a in- 
coctnano rispettivamente a, b in due punti A', B', e siano a', b^ i raggi in cui 
questi trovansi. Allora condotto il segmento CX si ha che A', B' sono opposti 
l'uno all'altro rispetto al punto di mezzo di esso. Conducendo allora per X 
la pai-allela ad A'B', essa nei triangoli COA', COB' (n.o 15, t. IV) incontra CA', 
GB' al di là di A', B' nei punti A"^ B", ed essendo interno al segmento A'B' 
è (n.o 17, t. II) X interno ad A"B", cioè X è un punto della coppia ah. 

Cor. Ogni raggio del fascio determinato da due raggi a'b' {non collineari) 
uscenti da un punto C appartiene alla coppia di rette ab, essendo a, b le rette 
cui appartengono a', b'. Difatti ogni raggio del fascio appartiene al piano deter- 
minato da a, & e perciò alla coppia ab, 

Def. Dicesi angolo ogni segmento di un fascio di raggi. Se i lati (gli e- 
Btremi) sono opposti l'angolo dicesi piatto. Fissati due raggi a, b non collineari 
ed un verso del fascio di centro P, e presi in a, b due punti A, B, si ha un 
angolo P(AB) formato dai raggi detcrminati dai punti del segmento AB^ e sia 
questo ab, e l'altro formato dai rimanenti raggi del fascio, fra i quali gli opposti 
a', V di a, b. Abbiamo dunque che un angolo non piatto o è formato dai raggi 
che uscendo dal vertice si appoggiano ad un segmento trasversale dei lati, e 
quindi (n.o 17, t. II) ad ogni altro segmento siffatto, e allora non contiene gli 
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opposti dei lati, e si dirà convesso ; o ò formato dai raggi del fascio diversi da 
quelli che si appoggiano ad un segmento trasversale dei lati, e allora contiene 
gli opposti dei Jatì, e si dirà concavo. 

Oss. Quando diamo due angoli ab, ed eguali^ intendiamo di dire che sono 
eguali le figure rettilinee da essi determinate, e che essi in queste sono figure cor- 
rispondenti in guisa che ad a, b corrispondano e, d. (Si veda anche V oss. del 
n.o 13). 

Teor. II. 8e un angolo ab di vertice P è uguale ad un angolo ed di vertice 
Q, secondo che ab è convesso, concavo o piatto^ anche ed è convesso, concavo o 
piatto, 

I. Se ab è piatto, presi in a, b due punti A, B, i corrispondenti C, D consi- 
derando le figure rettilinee determinate dai due angoli devono essere in e, d, ed 
essendo A, P, B collineari , lo devono essere anche C, Q, D, il che prova che 
V angolo ed è piatto. 

II. Sia ab convesso. Essendo ab, ed eguali, lo sono anche le figure rettilinee 
da essi determinate, e in queste sono figure corrispondenti in modo che ad a deve 
corrispondere e ed a 6 deve corrispondere d. Allora presi in a, ò i punti M, N 
ed in Cj d ì punti R, S in guisa da essere QR ^ PM, QS ^ PN, il segmento MIN 
appartiene alla prima figura rettilinea, perchè ogni suo punto determina un rag- 
gio dell'angolo convesso ab, e perciò il corrispondente RS deve appartenere alla 
seconda figura e tagliare tutti i raggi in questa corrispondenti a quelli di ab, 
raggi che sono appunto quelli delTangolo ed, e questo perciò, risultando formato 
dai raggi uscenti da Q e seganti il segmento RS, è convesso. 

III. Se ab è concavo, un suo eguale non può essere né piatto né convesso 
(altrimenti anche quello sarebbe o piatto o convesso), e perciò è concavo esso 
pure. 

Teor. III. Se due angoli non piatti a'b', c'd' di vertici P, Q sono eguali, lo 
sono anche le due coppie determinate dalle rette a, b ; e, d, alle quali apparten- 
gono i raggi a', b'; e', d', considerate (codeste rette) nei versi da questi raggi 
determinati. Difatti presi due punti M, N in a', 6' e due punti R, S in e', d', in 
modo da essere QR^PM, QS^PN, i segmenti MN, RS sono eguali perchè 
congiungono coppie di punti corrispondenti delle figure rettilinee eguali deter- 
minate dai due angoli, perciò le coppie ab, ed (n.o 13, t. I; sono eguali. 

Teor. IV. Un angolo non piatto a'b' di vertice P è uguale al suo inverso b'a'. 

Indicheremo con a'', 6" i raggi opposti ad a', b' e con a, b le rette a'a*\ b'b'^ 
considerate nel verso dei raggi a', b'. Consideriamo dapprima l'angolo convesso 
a'b', per cui presi sui suoi lati due punti M, N, ogni suo raggio taglia il seg- 
mento MN. Ora presi in ò', a' i punti M', N' in guisa che sia PM =PM, PN =PN, 
ogni raggio di b'a* taglia M'N'. Considerando in a'b' un raggio qualunque x che 
tagli MN in X, si prenda in M'N' (si noti che è M'N' ^ MN perchè segmenti cor- 
rispondenti nelle coppie eguali ab, ba) il segmento M'X =MX, cosicché al punto 
X della coppia ab corrisponde X' nella ba, ed allora il raggio PX di ab ha per 
corrispondente in ba una figura ad esso eguale, cioè il raggio PX'. Ne risulta 
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che i due angoli sono figure coiTispondeiiti uellc due coppie eguali ah , 6a , e 
perciò sono eguali. 

Considerando ora l'angolo concavo a'6' , si prendano oltre ai punti M, N 
anzidetti, i punti Q, R sui raggi ò", a", cosicché un raggio delT angolo dato o 
è compreso nell'angolo convesso a'ò" e taglia MQ, o in b^'a" e taglia QR, o in 
a"b' e taglia RN. Presi poi in b', a' i punti M', N' come sopra, ed in a'\ b'' i 
punti Q', R' tali che sia PQ' = PQ, PR' = PR, seguendo la via di prima si ar- 
riva ancora a concludere Teguaglianza dei due angoli convessi a'6', &'a', come 
corrispondenti nelle coppie eguali abj ha. 

Teor. V. Se due angoli convessi {concavi) a'b', r's' sono eguali, lo sono pure 
i concavi {convessi) a'b', r's'. Difatti se i due angoli dati sono eguali, lo sono 
anche (t. Ili) le coppie di rette a6, r?, ed in queste sono figure corrispondenti 
sia gli angoli dati, sia quelli che con essi completano i due fasci. 

Teor. VI. Se in un fascio di dato verso si fissa un angolo convesso ab ed 
un raggio x, esistono due angoli uguali nel verso fissato ad ab ed aventi uno 
per prime» e Valtro per secondo estremo x. 

Il raggio X sia esterno ad ab, ma non si trovi negli opposti di a, b. Allora 
si può sempre fissare un angolo ax ed uno bx (non piatti) contenenti rispettiva- 
mente b^ a, e di essi uno sarà di verso uguale a quello fissato e l'altro di verso 
opposto. Sia abx quello di verso uguale al dato. Essendo esso eguale al suo in- 
verso, esiste in questo un angolo xm uguale ad ab e di verso contrario al dato, 
e siccome xm è convesso come ab, così è uguale ad mx, ed ecco che si ha nel 
verso fissato un angolo eguale ad ah col secondo estremo in x. Prendendo ora 
l'angolo bax che è uguale al suo inverso xah, avremo che esiste in questo un 
angolo xn (di verso eguale al dato) uguale a ha, cioè ad ab, ed ecco che esiste 
nel verso fissato un angolo eguale ad ab col primo estremo in x, 

SI consideri ora il raggio a' opposto ad a, e si prenda quell'angolo piatto 
aa' che contiene h, e nel suo opposto al vertice, e precisamente in ab' Cessendo 
&' l'opposto di b), si prenda un raggio x che è quindi esterno ad ab e non op- 
posto ad a, b. Allora è angolo xab^bax, e perciò v'ò in xab un angolo xy=ba 
per cui il raggio y essendo in xab è fuori di ha'. Tuttavia può y cadere in a 
opposto di a', cosicché è allora xa^ah. In tal caso si prenda in xb' mxì raggio 
z ; e allora sarà zxa ^ axz , e quindi in zxa si avrà un angolo zt^ax^ab , 
dove t è interno a zxa\ cosi abbiamo ottenuto un angolo zt eguale ad ab e tale 
che né né f sono in a, b né nei loro opposti, ed a' gli é esterno. Allora a par- 
tire da a' esistono due angoli nei due versi eguali a «i e perciò ad ab. Dunque 
finora il teorema é vero per ogni raggio x esterno ad ab anche se situato nel- 
l'opposto di un lato. 

Sia ora x o interno ad ah o situato sopra un lato. Allora prendendo 1' op- 
posto al vertice a*b\ si ha che rispetto ad esso x trovasi nella condizione con- 
templata nell'uno o nell'altro dei due casi precedenti, perciò esistono nel fa- 
scio in un dato verso due angoli eguali ad a'6', e perciò ad ab (due angoli op- 
posti al vertice sono eguali per il t. IV del n.** 13;, uno col primo e l'altro col 
spcondo estremo in x. 
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Teor. vii. Se in un fascio di dato verso si fissa un angolo concavo ab ed 
un raggio x, esistono due angoli eguali al dato nel verso fissato, ed aventi uno 
per primo e V altro per secondo estremo x. Difatti a partire da x esistono due 
angoli nei due versi eguali al convesso ab, ed i due concavi che completano 
con ciascuno di essi il fascio sono eguali al concavo che completa il fascio col 
convesso ah (t. V), quindi all'angolo dato. 

Tkor. Vili. Un angolo piatto ab è uguale al suo inverso ba. Dì fatti fissato 
nell'angolo dato un raggio e, si sa che nel verso opposto a bea esiste nel piano un 
raggio d tale da essere angolo convesso bd ^ bc, e perciò angolo concavo bac ^ bad 
(t. V), ed allora all'angolo bda del primo deve corrispondere nel secondo un an- 
golo eguale, che dovendo perciò esser piatto (t. II), sarà bea, quindi bea^bda\ 
ma è pure bda ^ acb perchè opposti al vertice, perciò bea ^ acb, 

Teor. IX. Se in un fascio di dato verso si fissa un angolo piatto ab ed un 
raggio x, esistono due angoli nel verso fissato uguali ad ab ed aventi imo 2?er 
primo ed uno per secondo estremo x. Nella corrispondenza di eguaglianza delle 
coppie axj xa al raggio a corrisponde x, a b opposto di a corrisponde y opposto 
di ac, all'angolo axb (che supponiamo sia quello dato) corrisponde l'angolo xay^ 
quindi questi due angoli sono eguali, e perciò essendo yax^xay (t. prec.) sarà 
anche yax^axb, e cosi abbiamo nel verso fissato un angolo eguale al dato col 
secondo estremo in x. Ma abbiamo pur visto nella dimostrazione del teor. pre- 
cedente che è xay ^ xby, quindi xby ^ axb, cioè nel verso fissato esiste un an- 
golo eguale al dato col primo estremo in x. Se x fosse nell'opposto dell'angolo 
piatto ab che si vuol considerare, nella dimostrazione si può sostituire quello a 
questo, essendo eguali. 

Oss. Dalla dimostrazione di questo teorema risulta ancora che: Tutti gli an- 
goli piatti di un fascio sono eguali, 

Teor. X. Se due angoli convessi ab, ed sono eguali, lo sono anche i con- 
vessi ba', de' essendo a', e' gli opposti di a, e. Difatti nelle coppie di rette c- 
guali ab, ed al raggio a' collineare con a deve corrispondere il raggio e' colli- 
neare con e (ad una retta deve corrispondere una figura ad essa eguale, e per- 
ciò una retta). Presi in 6, a' due punti M, N ed in d, e' i punti R, S corrispon- 
denti a quelli, i due segmenti MN, RS sono corrispondenti nelle due coppie, e 
perciò ai raggi uscenti dal vertice della prima e seganti MN corrispondono i 
raggi uscenti dal vertice della seconda e seganti RS, cioè i due angoli ba\ de' 
risultano corrispondenti in figure eguali e perciò eguali. 

Teor. XI. Un angolo non può esser eguale ad una sua parte. 
Se l'angolo è piatto ogni sua parte è un angolo convesso (perchè non con- 
tiene gli opposti dei suoi lati), e quindi non può esser eguale al piatto dato. Se 
ab è concavo e se la sua parte ae gli è uguale, non può e cadere nell' angolo 
piatto aa' opposto a quello che contiene b, né in a', altrimenti ac sarebbe o con- 
vesso piatto e non potrebbe quindi esser uguale al concavo ab ; perciò e deve 
cadere nel convesso a'b. Ma allora se è concavo aò sconcavo ac, sarà pure 
(t. V) convesso ab ^ convesso àc, e se questo non può essere non può esser 
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nemmeno quello. Resta dunque a dimostrare che un anp^olo convesso non può 
esser uguale ad una sua parte. 

Supponiamo ora che l'angolo convesso ab di vertice sia eguale alla sua parte 
ac. Allora abbiamo visto (t. X) che nelle due coppie eguali ab, ac ad a, ò, a' corrispon- 
dono a, e, a' essendo a' l'opposto dì a. Presi allora in 6, e i segmenti OB = OC, se 
la BC taglia od a od a' in un punto M; abbiamo che ad M, B della prima coppia 
corrispondono M, C nella seconda, cosicché è MB = MC il che è assurdo (post.!). 
Sia invece BC parallela ad a ; allora preso il punto M medio di BC , e con- 
dotta una retta qualunque per M diversa dalla BC, essa taglierà la retta aa' in 
un punto X e sarà XB s XC perchè corrispondenti nelle due coppie eguali, co- 
sicché (n.o 13, t. 1) sono eguali le coppie M(CX) , M(BX) e perciò gli angoli 

A A 
XMB, XMC, cosicché ogni retta per M forma angoli eguali con la BC. Dopo ciò 

abbiamo che ogni retta HK passante per M è tale da formare angoli eguali con 
ogni retta del fascio di centro M e direttrice aa'. Difatti preso un raggio ML di 
questo fascio, esiste un angolo CMP=KML, ma allora è anche (t. X) PMB=LMH, 
ed essendo, come s'è ora veduto, CMP = PMB, sarà KML = LMH. Allora preso 
un punto C diverso da C nel segmento OC, condotto C'B, e preso il suo punto 
medio N, se per M si tirano le parallele a C'B, ON si ha che esse formano fra 
loro angoli eguali, perciò è anche ONC' = ONB. (Facilmente si dimostra che se 
due rette che si tagliano in un punto M sono parallele a due altre che si ta- 
gliano in un punto N, gli angoli determinati dalle prime sono eguali a quelli 
determinati dalle seconde; basta perciò osservare che le due figure sono opposte ri- 
spetto al punto di mezzo del segmento MN), quindi sono eguali le coppie di rette 
(NO, NC), (NO; NB) donde OB = OC' perchè corrispondenti nelle due coppie 
e^ali; ne deriva OC' = OC il che è assurdo. 

Os8. Dopo ciò si vede che hanno luogo per il fascio di raggi le condizioni 
contenute nei nJ 6, 7 ; quindi concluderemo: Il fascio di raggi è un sistema li- 
neare paragonabile nelle sue parti e omogeneo, 

Teor. XII. Tutti i fasci di un piano sono eguali. Difatti essi sono figure 
opposte runa all'altra rispetto al punto di mezzo del segmento determinato dai 
loro centri, perchè ogni raggio dell'uno ha per opposto rispetto a quel punto una 
figura eguale, cioè un raggio delTaltro. Ed è anche da notarsi- che ai versi del- 
l'uno corrispondono i versi dell'altro. Difatti se il fascio dato è (Pr) e se P' è 
il centro dell' altro, 1' opposto di r rispetto al punto di mezzo di PP' è una 
retta r' parallela alla r. Allora fissati in r, r' due versi opposti, abbiamo che 
dati p. e. due raggi a, b di (Pr) seganti r nei punti A, B, di cui il secondo se- 
dente del primo nel verso stabilito in r, i corrispondenti a', ò' tagliano r' in due 
punti A', B' di cui B' è seguente ad A' nel verso fissato in r'. Ora e è più se- 
guente di b rispetto ad a se non taglia il segmento AB ; ma allora e' non taglia 
il segmento A'B' (altrimenti e taglierebbe AB), quindi sarà più seguente di b' 
rispetto ad a'. Analogamente dicasi cambiando la posizione di b. 

Teor. XIII. In ogni fascio, fissato un raggio a ed un ver so ^ esistono due 
angoli ma, an aventi uno per secondo e V altro per primo lato a, eguali ad un 
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angolo comunque dato nel piano del fascio. Difatti la fìgara opposta a quell'an- 
golo rispetto al punto medio del segmento che ne unisce il vertice col centro 
del fascio dato, è un angolo di questo fascio eguale al dato ; dopo ciò basta 
applicare i teoremi VI, VII, IX di questo nA 

Oss. Dati due fasci di centri P, P' si possono stabilire fra essi innumerevoli 
corrispondenze di eguaglianza. Per stabilirne una si fissino due versi e due raggi 
a, a' come corrispondenti e ad ogni altro raggio x del primo, si faccia corri- 
spondere nel secondo quel raggio x' tale da essere nei versi fissati eguali gli 
angoli axj a'x\ 



VII. Alcune altre proprietà del piano e del fascio di raggi, 

21. Preso nel piano un fascio (Pr), i raggi uscenti da P della retta s pa- 
rallela ad r passante per P lo dividono in due parti, di cui una comprende i 
raggi seganti la r e Taltra i loro opposti ; diremo A, B Tinsieme dei punti dei 
raggi rispettivamente della prima e della seconda parte. Abbiamo allora : 

I. Ogni retta t parallela ad r condotta per un punto X di A (di B) appar- 
tiene tutta a questa parte. Difatti essendo X un punto di A , il raggio PX ta- 
glia r in un punto Y ; preso un altro punto U di f, nel triangolo PXD la r (n.® 15, 
t. IV) incontra PU in un punto V interno al segmento PU o sul suo prolunga- 
mento dalla parte di U, secondo che Y è interno o sul prolungamento di PX, 
cosicché U è in ogni caso sul raggio PV che appartiene ad A. Se la t è con- 
dotta per un punto di B deve stare tutta in questa parte, altrimenti starebbe 
tutta nell'altra contro Tipotesi. Ne viene che Za A 6 Za B sono formate dai punti 
dei raggi uscenti da F e determinati dai punti di una qualunque parallela con- 
dotta per un punto di A o di B. 

IL Se un segmento ha gli estremi in A {in B), o uno in questa parte e 
l'altro sulla s, sta in A {in B). Difatti se gli estremi H, K sono in A vuol dire 
che i raggi PH , PK o coincidono in un solo raggio di A che contiene il seg- 
mento HK tagliano r (o un' altra parallela ad s posta in A) in due punti 
M, N, ed allora tutti i raggi dell' angolo P(HK) tagliano il segmento MN, cioò r 
(o queir altra parallela), quindi sono raggi di A, dove trovansi dunque i punti 
del segmento HK. Se H è sulla 8 e K in A, allora il raggio PK, e quindi anche 
il segmento PK è in A. Ora nel triangolo HKP le parallele ad s condotte per 
i punti di HK tagliano il lato PK , quindi passano ognuna per un punto di A, 
quindi stanno in A, cui appartengono perciò anche i punti del segmento HK. 

III. tSe un raggio ha V origine in s ed un punto M in A (in B) trovasi 
tutto in questa parte. Difatti il segmento OM è in A ; se poi si prende un punto 
H sul prolungamento di OM dalla parte di M, esso non può essere in B, altri- 
menti quivi sarebbe tutto il segmento OH, e perciò anche M. 

IV. Le parti A, B sono date dai punti dei raggi degli angoli piatti in cui 
è diviso da s un qualunque fascio avente il centro sulla s. Difatti condotte 
in A, B due rette hj k parallele alla «, i due angoli piatti in discorso sono dati 

che escono da e passano per i punti di h, k rispettivamente ; ogni 
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rapg'io deiruno è In A ed ognuno dell'altro in B, e viceversa ogni punto di A, 
«0 B) determina un raggio dell'uno (o delTaltro) dei due angoli piatti anzidetti. 
In conclusione abbiamo: Ogni retta del piano divide questo in due parti nel 
senso che i punti del jnano restano ripartiti in due gruppi^ tali che ogni fascio 
avente il centro in quella retta è diviso da questa in due angoli piatti, sì che i 
punti dell'uno sono quelli di uno di quei due gruppi ed i punti dell' altro sono 
quelli dell'altro gruppo, 

V. Se si prendono due punti M, N nelle due paioli in cui una retta s divide 
il piano, il segmento MN taglia s. Difatti la retta MN avendo un punto nell'una 
ed uno nell'altra parte non è parallela ad s, e perciò taglia questa in un punto 
K; allora il raggio KM si trova tutto nella parte in cui è M il raggio KN nel- 
l'altra, il che prova che K è interno al segmento MN. 

Oss. Le altre cose che possono dirsi sulla divisione del piano in parti me- 
diante rette in relazione allo svolgimento dell' ordinaria geometrìa elementare 
sono conseguenze troppo ovvie di quelle fin qui esposte per dover in questo 
scritto fermarvici. 

Def. Ciascuna delle parti in cui una retta divide un piano dicesi falda o 
semipiano, 

VI. Due falde qualunque di un piano sono eguali e fra loro possono porsi 
infinite corrispondenze di eguaglianza. Difatti basta porre una corrispondenza di 
egaaglianza fra due loro angoli piatti aventi i vertici sulle rette che le limitano. 

22. Oss. Ora possono svolgersi senza difficoltà nel piano tutte le proprietà 
relative all'eguaglianza dei triangoli, alle rette parallele, alle perpendicolari e 
oblique, alle relazioni fra gli elementi di un triangolo, alla circonferenza (esclu- 
dendo qui le relazioni di posizione fra una retta ed una circonferenza e fra due 
circonferenze). Cosi abbiamo p. e. Due triangoli aventi eguali due lati e V an- 
golo compreso sono eguali, perchè sono figure corrispondenti in figure eguali 
(cioè nei due angoli eguali) , e per la stessa ragione sono eguali due archi di 
^na stessa circonferenza o di due circonferenze di raggi eguali compresi fra 
dngoli al centro eguali, ed in particolare sono eguali due circonferenze di eguale 
raggio, perchè corrispondenti in una qualunque dello innumerevoli corrispon- 
denze di eguaglianza possibili fra i due fasci aventi per centri i centri delle cir- 
conferenze date. Dimostrati mediante la corrispondenza di eguaglianza quei pochi 
teoremi che col metodo tradizionale si dimostrano mediante la sovrapposizione, 
ci ricongiungiamo in questo campo con l'ordinaria planimetria. 

Teor. I. Dati due angoli disuguali, esiste un inulti pio del minore che supera 
il maggiore. In primo luogo siano a, ^ acuti, e sia a < ?• Da un punto C di un 
lato di g (di vertice A) si conduca GB perpendicolare all' altro lato, e si prenda 
in p l'angolo BADj ^a e su BC una serie di segmenti D^D^ , DgDj , . . . eguali 
^ BD^ , e si conduca per D, la parallela ad AB^ la quale incontrerà la ADj in 
tin punto A'. Allora si ha A'Dj = AB< AD^, e perciò D^AD, < D^A'D,, , quindi 
I^iADj<BAD^. Analogamente si dimostra D2AD3<DjAD2 ecc. Allora sia 7wBDi>BC 
e quindi BAD^ > p ; siccome è BAD^ ^ a , Dj AD^ <«,..., D^., AD„j < a , cosi si 
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avrà Tna > BAD^ , e perciò ma > g y e. v. d. Se i due angoli non sono acuti, op- 
pure se solo à lo è, si potranno scomporre in angoli acuti (in egual numero), ed 
allora valendo il teorema per questi varrà anche per la somma, cioè per gli an- 
goli dati. Ne segue: Il fascio di raggi è un sistema archimedeo. 

Teor, II. Il fascio di raggi è un sistema continuo. In primo luogo in un 
angolo qualunque esiste un raggio diverso dagli estremi. Difatti se V angolo è 
convesso basta condurre un segmento che abbia gli estremi sui lati, il quale con- 
tiene sempre un punto diverso dagli estremi, e questo punto determina un rag- 
gio dell' angolo dato diverso dai lati; se l'angolo è concavo si sa già che con- 
tiene gli opposti dei lati; se è piatto, presa una direttrice del fascio cui appar- 
tiene parallela alla retta contenente i lati, esso contiene, oltre i lati, o tutti i raggi 
che partendo dal vertice tagliano quella retta o i loro opposti. In secondo luogo 
siano (ce) , {x') due serie contigue di raggi del fascio di centro 0. Presi due raggi 
delle due serie tali da contenere un angolo convesso , si conduca un segmento 
con gli estremi in esso, sul quale i raggi delle due serie compresi fra quei due 
tagliano due serie di punti (X) , (X') che sono contigue, perchè se fra esse esi- 
stesse un segmento a, non vi sarebbe alcun angolo xx* minore di quello che 
projetta a da 0, contro V ipotesi che (x) , (a?') sieno contigue. Ma allora fra le 
classi (X) , (X') esiste un punto Y, e questo determina un raggio y compreso fra 
(x) , (se'). Dunque il fascio è veramente un sistema continuo. 

23. Se le distanze a, h di un punto P degli estremi A, B di un segmento 
rettilineo sono disuguali, vi è in AB almeno un punto Z tale che PZ è uguale 
ad un segmento dato, compreso tra a, b. Sia a<b. Se A , B sono da parti op- 
poste rispetto al piede M del segmento normale PM, si prenda MA' ^ MA in MB, 
cosicché è PA' ^ a. Allora per ogni punto X di A'B (dove A' sarà A se questo 
trovasi con B dalla stessa parte rispetto ad M) si ha a < PX <b , e se Y è un 
altro punto di A'B in guisa da essere A'X < A'Y è pure PX < PY. Sia ora dato 
un segmento e tale da essere a < e <b. Vi sono in A'B punti X per i quali è 
PX < e e punti Y per i quali è e < PY. Difatti se fosse sempre PX > e, sarebbe 
sempre PX — PA' > e — a j mentre sappiamo (considerando il triangolo PA'X che 
è PX — PA' < A'X , cosicché prendendo A'X Kc — a , sarà PX - PA' < e — a. 
Analogamente si vede che non può sempre essere e > PY. La serie dei punti X 
non ha un ultimo elemento. Difatti preso un punto X^ della serie , siccome è 
PXi < e , cosi allo stesso modo di prima si vede che in XjB vi sono punti per 
ognuno dei quali il segmento che lo unisce a P è minore di e. Analogamente 
si vede che la serie dei punti Y non ha un primo elemento. Infine ogni punto di 
A'B (ad eccezione al più di uno) appartiene all'una o air altra serie, le quali perciò 
(n. 9 lemma II) sono contigue, e se è Z il loro punto di divisione, non potendo 
essere né PZ > e, né PZ < e (altrimenti Z apparterrebbe all' una o all' altra clas- 
se), sarà PZ ^ e. 

Dopo ciò si dimostrano i teoremi sulla reciproca posizione di una retta ed 
una circonferenza. 

In una circonferenza di centro si può adattare una corda uguale ad un 
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segmento AB minore del diametro. Difatti preso A'B' ^ AB , lo si divida per 
metà in M, e condotta per questo punto la perpendicolare p ad A'B', la si tagli 
con una circonferenza dì raggio eguale a quello della data e centro A'; se è C 
uno dei punti d' incontro , la circonferenza di centro C e raggio CA' è uguale 
alla data e preso in quest' ultima un arco eguale all' arco A'B', la eorda corri- 
spondente è uguale ad AB. 

Ne segue che in un arco AB , dato un punto P del suo piano , si possono 
prendere punti X tali da essere corda AX piccola quanto si vuole^ e perciò la 
differenza tra PA, PX pure piccola quanto si vuole. 

Rammentiamo ora il teorema che data una circonferenza di centro ed an 
punto A del suo piano diverso da , di tutti i segmenti che uniscono coi 
punti della circonferenza il massimo è quello che contiene il centro ed il minimo 
(se A non è sulla circonferenza) quello il cui prolungamento passa per il centro, 
e che se sono B , C gli estremi di questi due segmenti massimo e minimo j di 
due segmenti AM, AN che congiungono A con due punti di una delle due se 
micireonferenze BC, è AN > AM se è arco CN > arco CM, e reciprocamente. Dopo 
ciò abbiamo: 

Se le distanze a, b di un punto P dagli estremi A, B di un arco AB di cir- 
conferenza sono disuguali^ vi è nelVarco AB almeno un punto Z tale da essere 
PZ eguale ad un segmento dato compreso fra a 6 b. Questo teorema dopo le 
considerazioni precedenti si dimostra in modo identico al primo teorema di que- 
sto numero. 

Dopo ciò si dimostrano facilmente i teoremi relativi alla reciproca posizione 
di due circonferenze. Ora dati due piani i: , it' e fissato nel primo un triangolo 
ABC si può costruire nell' altro un triangolo A'B'C coi iati eguali a quelli di 
ABC, cosicché risultano eguali le coppie di rette (AB, AC), (A'B' , A'C) e con 
ciò i due piani. Dunque: Tutti i plani sono eguali. 

Lo spazio geometrico a tre dimensioni si definisce come l'insieme dei punti 
delie rette che congiungono i punti di un piano con un punto esterno e delie 
parallele per questo condotte alle rette di quel piano, ed analogamente, ammessa 
l'esistenza di un punto esterno a questo spazio si definisce lo spazio a quattro 
dimensioni, e cosi via, e da queste definizioni; senza bisogno di altri postulati, 
si ricavano tutte le proprietà elementari degli spazi geometrici. Ma ormai dalle 
cose dette ci pare che sia messo in sufficiente luce il metodo del Veronese 
sì che non convenga qui ulteriormente insistervi. 

Torino^ gennaio 1904. 
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SULLE SERIE DELLE INVERSE DELLE FUNZIONI NUMERICHE 
SEMPLICEMENTE PERIODICHE DEL LUCAS 



K O T A 



DEL 



Dott. AGOSTINO ARISTA 



INTRODUZIONE 



Neil* American Journal of Mathematica !<> (1878) il L u e a s definiva le fan- 
zioni numeriche semplicemente periodiche, U^ , al modo seguente : se a?, ed oc^ 
sono le radici dell' equazione : 

(1) a5«=Px-Q, 

i cui coefRcienti P e Q sono numeri interi, positivi o negativi, e primi tra loro, 
si ponga 

(2) U'.= ^^ (')• 

M/| "^ M/* 

Definiva inoltre U^ di prima , seconda o terza specie se le radici ac, , ar, 
sono reali e intere, reali e irrazionali, immaginarie. 



n aP 

(*) Le U^ risultano semplicemente periodiche , poiché , posto « = - log — - , e 



«1 



6~* — 6+* 

per la nota formola : sen iz = — -i , si ottiene : 



,, 2»Q* /m, OSA 
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L'autore nel lango e importante lavoro pabblicato in qael giornalei promet- 
teva ('} che più tardi si sarebbe occupato di esprimere la somma delle inverse 
delle funzioni numeriche U,^ , e delle loro potenze simili , mediante le funzioni 
ellittiche; ma non esìste alcuna sua pubblicazione su questo argomento. 

In seguito il L a i s a nt neir Intermédiaire des Mathématlciens (') proponeva 
la ricerca della somma della serie degli inversi dei numeri del Fibonacci; 
ossia, dei numeri U^ , nel caso particolare in cui nella (1) P = 1 , Q = - 1. 

Rispose prima il Barrici ('; indicando per la somma richiesta il numero 
approssimato per difetto 3,':3598856662*, e poi TEscott (*) fece notare un er- 
rore nella penultima cifra, trovando cosi il valore (sempre approssimato per di- 
fetto) 3,3598856672. 

Finalmente il Landau (') , sempre per lo stesso caso particolare , scinde 
hi serie in due parti, raccogliendo in una tutti i termini d' indice pari , espri- 
mendone la somma con la serie di Lambert; e neiraltra tutti i termini d'in- 
dice dispari, esprimendone la somma con le funzioni ellittiche S^y^s ^^ lacobi. 

In questa Nota dimostreremo la convergenza assoluta della serie \ -^rr , 

nel caso che le radici della (1) siano reali , e in tale ipotesi esprimeremo la 
somma della medesima serie mediante la serie più generale di quella di Lam- 
bert: 



OD n 



(3) ^ (« ' ^) = Z, n^^i^ • 



na»| 



con i valori assoluti di a; e di ax inferiori all'unità, nel quale caso la (3) è as- 
solatamente (•) convergente. 

Premetteremo in breve gli studi già fatti sulla serie (3), daremo un'espres- 
sione assintotica della somma quando x tende all'unità, ed altre due espressioni 
della stessa somma mediante integrali definiti. 

oo 

Di questi risultati faremo uso per esprimere la somma della serie Y| — 
mediante integrali definiti, e per calcolare questa somma in un caso particolare. 



(«) Pag. 226. 

(*; T. VI p. 242. 

(») T. Vin p. 92. 

(*) T. IX p. 43. 

(*) BuUetin de la Société MathémcUique de France, t. XXVII (1899). 

(^ E. Cesare, Analisi Algebrica p. 180. 
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§ 1. La serie h {a ,x) 

1. Applicando alla serie L (a , a?) la trasformazione di Clausen (') , si 
ottiene : 

oc ^ 1 + ax^ 

(1) L(a,a;) -^V a"x"' [l + 2{ax'* + o*x*»+ ... )] =y a^x'** , — ;„ , 

naaf W«| 

serie che converge più rapidamente della primitiva , poiché chiamando con w,^ 
il termine generale di quest'ultima, si ha : ^ 

lim -^^^ = hm ax* '^* ,- ;— f — = 0. 

n=» w„ n=c» (1 4- ax^)(l — ax^) 

2. Come era già stato notato per la trasformata della serie di Lambert 
(che si ottiene dalla (l) per a=l) questa rapida convergenza scema quando ac 
è prossimo air unità. In questo caso è più adatta un'altra trasformata. 

Per la serie di Lambert essa è stata data da S e h 1 Q m i 1 e h : {*) 

c-iogriog(^) 

"^^"^^ — 7K— -^-i-^-'^^j-^^^^d -«»KJ -•" 

dove C è la costante di Eulero 

(\y fiy (i)* 

'~1.2.2 144 ' * 1.2.3.4.4 86400' ' 1 . 2 ... 6 . 6 7620480'"*' 
e por la S'Tìo L(a , x) è stata data dal C e a à r o (*) la forinola : 

1 

(2) Lia , X) = — -^ - ^~ -p-. -, [log -J . 

log - V / V-4 



(*) Giornale di Creile (III, p. 94). 
(^) Giornaie di Liouville (1863) Vili p. 99. 

(') Noitvelles Annales de mathématiques : Sur les nombres de B ern ouill i 
et d* Euler. 
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dove le 9 sono i numeri ultra-bernouillianì, definiti dalla relazione simbolica: 

(«-I l)^-a»^ = v , (v = l , 2 , 3 , ... ); 
le B i numeri bernonilliani ordinarii, ed a è una costante diversa da 1. 

3. Dalle fonnole di S e b 1 5 m i 1 e h (*) e di C e s à. r o si deducono le for- 
mole assintotiche per x tendente all' unità : 

(3) L(.) = i.i±|(c + log^-4^) + i; 

(4) L (a , X) = ^ . log 



2 1 - X ° 1 - a 2(1 - a) 



4. Ancora il Cesare dalla (2) deduce la seguente : 



log 



1 X 1 - a; ^ / a:Ben(9logx) d(p 

\p) 1j{X) = - • 4- ^ 



2 1-x 1 1 1 -2xcos(<plogac) + x* e*'»-l' 

X •/ 

cioè la formola di G a t a 1 a n , con la quale viene espressa la somma della serie 
di Lambert mediante un integrale definito. 

Per la somma della serie L(ayx) possiamo ottenere una formola analoga. 

Dalle formole : (*) 

1 -2acosx + a* ^/ ^ (2v)! ' 



^ 2v " "^J, «'.«9 - 1 ' 



se nella prima si pone <ploga; in luogo di x, si ottiene 



l-«2acos(9logx) + a» ^^ ^ ^ (2v)! ^ L ""xJ 



(«) R. Accademia di Napoli (2* Serie, VII, pag. 197). 
(*) Nouvelles Annales, ecc. 
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^ 2v (2v)!L ^xì ^^ / 



00 



i (- l;^-'?»»-'d? « 



tv 



e»"? - l 



(2v) 



■,b<r- 



.00 



00 



= 2 - ^-i_y(.i)v-.J»?v. ,v.,ri,i] 



2V-« 



V=i 



= 2 




a seri (cp logos) 



dif 



— 2acos(9logac) + a^ e*"^— l ' 



Con questa dalla (2) si dedace : 



(6) L(a , x) = 



log 



1 - a 



a 






2(1 - a) 




asen(9loga:) 



d^ 



1 - 2acos{9 logac) + a- e*'^? - 1 ' 



Per a = X , si ha : 



log 



L (se , ap) = 



1 -a; 



X 



, 1 2(1-X') 

log - ^ 

X 



- 2 



»Q0 



1 





X Ben(9 log se) d^ 

2xcos(9loga;) + ac* ' e*"^- 1 ' 



e notando che : 



O) 



L(x,x) + -, = L(d?), 



ne segue la formola (5) di G a t a l a n . 



5. Seguendo un procedimento analogo a quello tenuto dal Prof. Torelli 
per rettificare la formola del Curtze per la serie di Lambert^ daremo 
ancora due formolo che esprimono la somma di L(a , x). 

È noto (*) che : 



(1) 



r 



seny 



ydy _ir e 



-6 



1 - 2xcoQy + X* 6* + 2/* 2 1 — xe 



-b » 



per &gO, e |x| < 1. 



(*) F r e n e t , Exercìses de Calcul Integrai. 
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Sapposto l>a;>0, e jal^l; cambiando x in ax , \ax\< i ^ e dopo aver 
moltiplicato ambo i membri della (1) per ax-, si deduce : 



/: 



axseny i/dy tc axe 



<> 1 — 2 axcosy f à^x^ i>* + S* 2 i^axè 



H> » 



e posto 6 = — rlogx : 






*'+« 2 /* oacseny j/<ij/ 



2aa;cos2/ + o*x* (rloga?)* + y^ * 



Facendo successivamente r = 1 , 2 , 3 ^ ... ; e sommando : 



.00 

' 00 



(3) 



Uà \ - ^^ I ^ f oaeseny V ydy 

^ l-oaj ir/l — 2aa?co8y + a*aj* ^, (rlogac)* + y* 



•' o 



Inoltre (*) : 



00 

1 V 2z 



dalla quale : 



Ma 



00 






e posto z = , — , si dedace : 

Ioga? 



r^u ^y 



elogx^e ^og* r. f "^y \ 
cotsz = — i — = — icoth l ; ) 



E quindi: 



]ogx i I ty_\ ^Uogx y y 

2izy 2 Vlogacy ic ^^ (rloga?)* + y^ ' 



(9 Ces&roy Analisi Algebrica, pag. 480. 
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cioè: 



00 



(4) y y =_i+_j^coth(-^v 

^ ^ (rloga?)* + y* 2y 2 log a Mogw/ 

/ 

SoBtìtnendo nella (3) si ha: j 



. sen y coth ( - — ) dy 
1 ax ax I \\o%xJ 

(5) ^''*'^^"2'l-aa'*"Ì^g^./ l-2aa?cosy + a*flC» • 

Da questa, per o = l, si deduce la formula di Curtze per la serie di : 
Lambert, cioè; ' 

Q l — 2a:coBy + x' 



//.x ^ i X X l sen_ . , 



6. Se si suppone |a| < 1 , si potrà dare alla somma della serie L(a , x) an- 
cor un'altra forma analoga alla (5), cioè: 



(7) i^a,x) = --.^—^ + ^^ i-2aoo6y + a* ' 

Infatti la (1) del numero precedente, può anche scrivere al modo seguente: 

r seny ydy ^tc e"^ 

^' io l-2acosy-*-a« * ò^ + y* 2 1-ae"** 

se 6gO, e [ a| < 1. 

Moltiplicando ambo i membri della (8) per a, si ottiene: 



ae^ 



,g. r flseny ydy ^ti a^ 

^^ io l-2acos2/+ o*'6*+2/* 2*1 - 

Supposto 1 > X > , posto 6 = r logx , si ha : 

aaf _ 2 /"" aseny ydy 

1 — flw?'' "* t:J^ 1 — 2acosy + a* (rloga)* + y, ' 

Facendo Buccesslvamente r = 1 ^ 2 ^ 3 i ••• ; e sommando : 

i * • 

, . T/ \-^ I g sen ydy y y* 

Ilo; Ma,aj)--i ^_2acoBy + a«tf (^logx)« + y»' 

•f 

e per la (4) e la (9) per ò = > si deduce la (7) che si voleva dimostrare. 






l 



\ 
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La forinola di C a r t z e si ottiene dalla (7) facendo a = £C . e notando come 
i «precedentemente che è 

\ ce 

L(a? , a?) = h(pci) - - — 



i ^ 



X 



7. Non tralasceremo di notare che per la valutazione approssimata della 
^ rie L(a , x) si ha la se^^?te formola dovuta al C e s à r o : (*) 

L(a , X) = 5^ + 2 • nr^ log nj:^!^* - 6(1"^^) ' 

4 è una Quantitlyositiva e minore di 1^ che sussiste per \a\ < 1. 
er a = 1 , v^i|Vdire per la serie di L a m b e r t , si ha : 



X 1 1 + a?, 1 + 0? 

= : + ^ • :: :: log 



YiX' 



1 — a? 2 1 - aj 



l+a?-2aj« 6(1-0?) 



anche notevoli le seguenti trasformazioni dovute al medesimo au- 



rore 



n(n+i) 



^(a,., = |(-,r..^._ 



a" 



n\ J 



aaj)(l - aa*) ... (1 - ax*") 



00 



< S«t' ultima : 



00 



L(a , a?) = g / , 



1 - aa!»''+' ^ a''a;»<''+" - ** 



;|3', (l - aaf)(l - aas"-^') 



l-a' 



lawuile è un caso particolare della formola di Kirchhoff: 






Osso 



ed è stata dimostrata in due modi diversi da Gutzmer (*), e dst L e r e h (*). 



(*) Nouvelles Annales de mathématiques: Sur l'évaluation approchée de certaines 
serìes; pag. 449. 

Mathesis: Source d' identités. 

(') Remarques sur la thóorie des serìes. Jornal de Sciencias M. & A. publi- 
cado da Gomes Teixeira J. VII (81,88) Coimbra. 

(*) Neuer Beweis einer Kirchhoffschen Formel-SchlOmilch Z XXXIV p. 63,64; 
oppure Jornal de Sciencias ecc. J. IX (111412) Coimbra. 
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00 



§ 2. La serie 2j fr • 



nei ^n 



1. Nell'equazione (1) (vedi introduzione) facciamo le seguenti ipotesi: 

A = P* — 4Q>0 , PeQ diversi da zero. 

Le due radici, a?| ed x^ , saranno tali che sempre ve ne sarà una che avrà 
il modulo maggiore del modulo dell'altra. 

Infatti, le due radici non possono essere uguali in valore assoluto e segno, 
altrimenti 1 = 0, né possono essere uguali in valore assoluto e di segno contra- 
rio, perchè in tal caso a?, + aJj = P = 0. 

2. In relazione alle ipotesi fatte le funzioni numeriche semplicemente perio- 
diche, U^ , già definite (vedi introduzione) risultano di prima o seconda specie. 

00 J 

Consideriamo ora la serie V fr . Essa è sempre assolutamente convergente. 



Infatti, considerando la serie dei valori assoluti, e supposto |x,l > jCTt!, si ha: 



lim 
n = 00 



U 



«+i - 



U 



n I 



lim 

71 = 00 









I I ^^^ 

riln = oo 



-© 



»+i 



-©" 



= \x^\, 



Ora non può essere |sci[ g I , giacché allora essendo lajgl < l^il » sarebbe 
|2C2|<1, e quindi Ixil jjcjl = IQI < 1 , contro l'ipotesi che Q sia un numero 
intero e diverso da zero. 

Dunque: 



lim 
n= 00 



U 



n-t-l 



u 



n i 



= Kl > 1 : 



la serie dei moduli è convergente, e quindi la serie data è convergente assolu 
tamente. 

3. Ciò posto delle due radici , x^ ed x^ , quella che ha il modulo maggiore 
la chiameremo w, e l'altra v. Si ha: 



00 . 00 00 ^ 



neal^ 



ma: 



00 



V 



V 
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quindi: 



00 00 00 00 00 



n^l ** 



Itaal hmO 



htaQ nim 



V 



ìh-i-1 



t\h 



52. Cìh+l 



Q 



00 









AhS0 1 — . 



Poiché si ha sempre: 



Q 



V 

Q 


<*' 


V 

Q 


Q 



ri rf <1. 



può scriversi: 



(2) 






4. Volendo ora applicare alla somma di L ( - , - ) i risaltati ottenuti al ca- 

V 

pitole precedente (N. 4 e 6) si osservi che è necessaria la condizione - > 0. 

Ora se Q > , sempre - = — > ; ma se Q < tale condizione non è so- 

w Q 

disfatta. 



In qucsi' ultimo caso si noti che può aversi: 






2\2* 






2vl»-H 



V 1 _. JvQÌQZ__.vQM /_ 



-( 

oV 



.4\k 



4\* 






(3) 



='»-»'i.4i-Kè'©>'-(i-(^))h 



e nelle due serie L 



■iti' 



è sempre positivo. 



5. Per la (6; del N. 4 (capitole precedente) si hanno i risultati seguenti. 
Se Q > , dalla (2) si ha; 

tao 



U 



00 ^ I , log 

Z.n" = (""^M57 — ^^+ ^ 



ttsen (^log ^j 



do 



««1 



2(w - 1) 



log- 



tt*— 2ucos 



(<P log ^) 



+ 1 



e"? _ 1 
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Se Q<0| dalla (3) si ha: 



log 



u w* 



co < i 1 / ^ \ *"© 7 • "i 

2 1__- .il^l ^ \ M — Ili* — t; 

«1 •* f 21og- 

V V 



OD 

,9 



-2 




2MC08f 29log- j -i- 1 u* — 2u^t;cos( 29log - ì+v* / 



sen(2<plog-j J 



«««? - 1 



d<f>] 



6. Per la (7) del N. 6 (capitolo precedente) se Q > 0, dalla (2) si ha: 



j=r- = (ti — v) < — + 

U„ ^ M 2 ti - 1 , V 
'*"i / log - / d 

E se Q < , dalla (3): 

00 




2 !?:=(»-«) 2- (^i-^-J + 



n««i ** 



9 1 !! I ^tt*-2ucosy + l ti* — 2i;u*cosy + 1?*/ 



seny cotA 




2 log- 



t^ 
7. Nella (2) se ti è prossimo a t; , — è prossimo ad l, e per la (4) del N. 3 

ti 

(capitolo precedente) si ha Taguaglianza assintotica: 

00 



Al limite^ per ti = t; , si ha: 



|juT = 2-lH-^(« + '')^<^^^-[l- 



ou 

lim 



im V 1 , ti 



u 

n 



e quest' ultima è un' uguaglianza effettiva che si potrebbe dimostrare anche per 
altra vìa. 
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SULLA JACOBFANA DI UNA RETE DI SUPERFICIE ALGEBRICHE 



NOTA II. 



DI 



MAR I NO PANNEL LI 



(Continuazione v, voi. XLL pag, 97), 



Nella presente Memoria mi propongo di condurre a termine lo stadio della 
Jacobiana di una rete di superficie algebriche , iniziato nella Nota , che sullo 
stesso argomento ho già pubblicata, nel volume XLI di questo Giornale di Ma- 
tematiche (^). Ma per ora considero soltanto il caso in cui le curve C^, di or- 
dine mjf e rango rJ^ , che costituiscono la base della rete, non si appoggino fra 
loro e non passino per i punti fondamentali P^^ , V ipotesi contraria richiedendo 
un esame particolare, che farò in un altro lavoro. 

1. Innanzi tutto è necessario studiare le proprietà della Jacobiana 6 di due 
superficie TI e V degli ordini n' ed n", e di un fascio di piani avente per asse 
una retta B. Di queste proprietà alcune sono già ben note; tuttavia^ vengono 
qui riprodotte, essendo esse il fondamento per la dimostrazione delle altre. 

Se 

U = V = 
sono le equazioni delle due superficie date, e 

a^Xi + a,a:, + a^x^ + a^x^ = , b^x^ + b^x^ + b^x^ + b^x^ = 
quelle della retta B, la superficie 8 ha per equazione: 



(1) 



e = 



U, Vi a, b, 

Uj Vg ag &2 

^8 V3 a, 63 

U, V, a, b. 



= 



{}) In seguito, quando avrò bisogno di richiamare la Nota sopra ricordata, per 
brevità la indicherò con la lettera N, 
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dove si è posto 



dx, ' 



£V 



= V,. 



Quindi si conclude intanto: 

I. «La Jacobiana 9 è dell'ordine w' 4 n'' — 2». 

Ora suppongasi che le superficie U e V abbiano in uno stesso punto P un 
punto multiplo secondo i numeri i' ed i" rispettivamente; e scelgasi questo punto 
come vertice 4(0,0,0,1) del tetraedro di riferimento. Le equazioni delle due su- 
perficie prendono allora la forma: 



TJ=:UifX^^^^ +w,'+iac4 



n'-i'— 1 



+ . . . + tt-.r = 



dove Ui'^a' ® ^r+ft" s^^^ forme dei gradi i' f a' e i" + b" delle sole variabili 
2^1 > SDg , a?3. Assumendo per U e V le forme precedenti , ed inoltre ponendo, 
come sopra 



■~~^^^^~ ~~ li-i* . ^' ^ m ' — t/V ' U" — 



l'equazione (1) diventa 



dove è 



= ©oac;^'^'*"-^'-»" + e.a?;''^'*"-''--"-^ -r . . . ^0 



«va ^i'M «1 ^ 



— 



«1.2 ^i\2 «2 ^2 



«r.s ^^",8 «3 ^8 







a4 64 



01 = 



«»M ^i'+ij ^1 ^1 



u 



u 



i',2 



•\3 



V 



r+i,« 



V." 



»"+l,3 



a, 



a, 



(n"-i'')v «4 &4 



+ 



«f'H.1,1 v.'a «1 ^1 



«»'+l,2 y|'.2 ^« ^2 



«»'+1.8 ^r',8 «8 ^3 

(»'— Ì')U," Oj &4 



etc. Indicate con q^j le coordinate della retta R, si ha in particolare 



- 



I «iM ^l'M 5^14 



«1,2 ^<',2 2u 

«<',3 ^<",8 S'ai 



e ciò dimostra: 
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n. « La Jacobiana possiede in P un punto multiplo secondo i' + 1" — 2^ 
« e il cono 6q ivi ad essa tangente è il Jacobiano dei due coni Ui' e v^»' tan- 

< genti in P alle due superficie U e V e del piano PR che dal punto P proietta 

< l'asse R del dato fascio di piani », 

Quindi in primo luogo si ba: 

III. « So i due coni Wj- e r^»/ non hanno parti multiplo comuni, il cono ©o è 
« in tutto distinto da ciascuno di essi, e non passa per le generatrici semplici 

< (se ve ne sono) secondo le quali i coni medesimi si tagliano >. 

Jn secondo luogo, si supponga n'' = n' , i" = i' , ed inoltre le due superficie 
TJ e "V abbiano in P lo stesso cono tangente, in modo però che non solo sia 
t7^# = u^ ' , ma anche 

dove h e k sono due costanti ed u una forma del grado t' + 1 delle sole varia- 
bili ^i y ^% ì 2c,. In tale ipotesi, nel fascio determinato dalle due superficie IT e 
Vy esiste una superficie , quella che ha per equazione 

la qnale possiede in P un punto multiplo secondo t' 4- 1 e il cono ivi ad essa 
ting'ente si scinde nel cono u^» e in un piano ir. Inoltre il Jacobiano Oq è iden- 
ticamente nullo e la forma 9^ diventa 



0,= 






U 



i'.S ^'+1,3 ~ "t'+l,3 &4 



= (fc — h)Ui> 



^ÌM Pi ffl4 



^i\% Pi 9^24 



epperò; 

IV. «Se le superficie U e V sono del medesimo ordine, hanno nel punto P, 
« multiplo per entrambe secondo il numero i' , lo stesso cono tangente u^/ ed 
« inoltre nel fascio da esse determinato esiste una superficie che possegga in P 
« un punto multiplo secondo i'+ 1, nel quale il cono ad essa tangente si spezzi 
« nell'anzidetto cono u^» e in un piano ic, la Jacobiana 6 è dotata in P di un 
« pnuto multiplo secondo 2^' — 1 e il suo cono ivi tangente si compone di Ui' e 

« di un altro cono dell' ordine t' - i , che è il Jacobiano di Ui> e del fascio de- 

« terminato dai due piani PR e ic ». 



2. Le superficie U e V abbiano in comune una curva C, la quale sia mul- 
tipla per esse secondo i numeri / e j" rispettivamente. Scelto come vertice 4 
del tetraedro di riferimento un punto qualunque di questa curva e come spi- 



K200X 



gelo 43 (X| ss 9 ^f = 0) 1a UiDgente in O alla cunra medesima, le eqnazioiii delle 
dae (raperficie prendono la fonna 



(2) 






dove uy/ e vy> sono forme dei gradi f e j" delle sole Tariabili a^ , se, , mentre 
*f/'+«' ® ^r-** " •^"^ forme dei gradi j' -\^ a! e /' + 6" delle Tariabili a^ , sr, , a^. As- 
sumendo per U e y le forme precedenti, reqaazìone (1) diventa 

dove 00 ì^\ì" rappresentano i risultati delle sostituzioni in 0^ f ®i • • • delle 
funzioni ujt^^> e vjn^f,»* alle funzioni u^^^ e Vi"^n. Quindi in particolare è 



et __ 
— 



u 



'J\i 



Vi» 



Ur 



'J\i 



r.i 



^r,« 



9u 



donde si ricava: 

L « La Jacobiana possiede C come curva multipla secondo ;'+/' — 2, e 
« il gruppo dei piani ad essa tangenti in un punto generico di C è il Jaco- 
« biana 0'o dei due gruppi di piani tangenti nello stesso punto alle due superfi- 
« ciò U e V». 

In particolare si consideri uno dei punti d'appoggio con la curva C dell'in- 
tcrsozlono residua F delle due superficie U e V. In esso i due gruppi di piani 
tangenti alle superfìcio medesime , hanno un piano comune , il quale , come è 
noto, appartiene, contato una sola volta, al loro Jacobìano 0'^; epperò si ha: 

II. « La Jacobiaua tocca la curva d' intersezione residua F delle due 
« superficio U e V, in ciascuno dei punti in cui la curva medesima si appoggia 
« alla curva multipla C». 

Suppongasi che sia /' =f e che sulla curva C esista un punto Z, in cui le 
superficie U V abbiano i medesimi piani tangenti , senz' altre singolarità. In 
virtù di questa ipotesi, si ha intanto che la completa intersezione delle due su- 
perflcio deve possedere in Z un punto multiplo secondo /*+J'; e quindi sic- 
come la curva C passa semplicemente per Z e nell' anzidetta intersezione va 
contata /• volto, la curva F è dotata in Z di un punto multiplo secondo /. Inol- 
tro avendosi Vj^z^uj'^ il Jacobiano 0^ è identicamente nullo, e la forma 0\ di- 
venta 



0',= 










^/+l,S ""**;'+! »S ^3 ^3 



(n"-n')Myr a^ 64 



opperò: 
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III. «Se sulla curva C, multipla per le due superficie U e V secondo lo 
« stesso numero /, esiste un punto Z in cui le due superficie ammettano gli 
€ stessi piani tangenti senz'altro singolarità, la curva r ha in Z un punto mul- 
€ tip^o secondo / , e la Jacobiana 6 vi possiede un punto multiplo secondo 
e 2;' — l , e le tangenti in Z alla curva T non giacciono sul cono tangente nello 
€ stesso punto alla superficie 6 ». 

Dalle proprietà I e III si deducono come casi particolari le altre: 

IV. « Se le due superficie U e V hanno in comune una curva C , che sia 
semplice per entrambe, la loro Jacobiana 6 non passa per questa curva ». 

V. « La Jacobiana passa per ciascuno dei punti comuni alla curva T e 
€ alla enrva semplice C, e il piano ivi ad essa tangente è diverso da quello che 
< nello stesso punto tocca le due superficie U e V ». 

Se è /' =/, e se le superficie U e V hanno gli stessi piani tangenti in cia- 
scun punto della curva C, questa, in virtù della precedente proprietà III, è mul- 
tipla per la superficie secondo 2/— 1. Inoltre supposto n'' = ?i', è 



0',= 



V/+i,8 - ^/+1,3 ^34 



epperò: 

VI* € Se le due superficie U e V sono del medesimo ordine e in ogni punto 
« generico della curva C, multipla per entrambe secondo il numero /, ammet- 
€ tono gli stessi piani tangenti, la Jacobiana possiede come curva multipla 
« secondo 2^*'— 1, e il gruppo dei piani ad essa tangenti in un punto gene- 
< rico O di C è il Jacobiano del gruppo di piani Uf, del cono Vj'^^ — uj*^^ o del 
« piano OR». 

Osservazione 1.* — Si noti che la proprietà della superficie dimostrata 
nel teorema II di questo numero , sussiste anche nel caso attuale in cui lo su- 
perficie IT e V hanno i medesimi piani tangenti in ogni punto generico della 
curva C. 

Osservazione 2.« — Si supponga infine che sulla curva esista un punto Z 
in cui fra le superficie del fascio determinato da U e V ve ne sìa una, la quale 
possegga in Z un punto multiplo secondo f + 1 ed abbia ivi come tangenti, ol- 
tre nn imovo piano iv, i medesimi piani che nello stesso punto toccano tutte le ' 
superficie del fascio. La proprietà della superficie dimostrata nel teorema IV 
del n.o prec. sussiste anche nel caso attuale. 

3. Ciò premesso, si considerino due superficie U e V degli ordini 7i' ed n'' 
le quali abbiano in comune o punti F;^ (/^ = 1 , 2 , . . • o) , ciascuno multiplo se- 
condo i numeri i\ e V'/^ , e t curve C^ (A; = 1 , 2 , . . . i) , ciascuna dell' ordine 
m», del rango r^ e multipla secondo i numeri f^ e J'\ , dotata in P;^ di un punto 
^hk'^^*^ ed appoggiata in tJ^f^* punti ad ogni altra curva 0^'. Queste ultime due ipo- 
tesi, escluse come si è detto in principio, per tutto il resto del lavoro , saranno 
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conservate soltanto in questo numero. Inoltre , si ammetterà che i coni u e v 
tangenti alle superficie U o V in un niedesìrao punto fondamentale P^ non ab- 
biano nò parli né generatrici multiple comuni, oltre quelle tangenti ai rami delle 
curve Oj^ passanti per P;^ ; e i piani tangenti alle superficie medesime in ano 
stesso punto di una curva fondamentale Gf^ siano in generalo distinti fra loro. 
In virtù di queste ipotesi, le due superficie U e V s'intersecano, fuori delle 
C;, , secondo una curva r dell' ordine 

(3) M-nW'-}]jV'>*, 

k 

la quale possiede in ogni P;^ un punto multiplo secondo 

(4) ^H=i\i"k-^fJ"khx 



le retto ivi ad ossa tangenti sono le generatrici semplici comuni ai due coni 
u V] inoltre si appoggia (^) ad ogni C^ nel seguente numero di punti 

(5) y* = Wh + n"j\ - 2j\f\)m^ -j'd^r^ - Yà^\3''k,tHko " 



I 



dove tkk^ rappresenta il numero dei punti d' appoggio della curva Cj^ con ogni 
almi curva Ct^ per la quale sìa 

j\ <J\ , /"*• </'* oppure j\<j\ , j\>j\ 

e fj^j^, quello dei punti dì appoggio della medesima curva Cj^ con ogni altra curva 
Citj per la quale sia 

J *i-^J k ì J *i-^y fc> 

infine non passa, almeno in generale, per i punti d'appoggio delle curve fonda- 
mentali Ofc fra loro. 

In particolare, s? è J'\ =/jt e sopra ogni curva Cj^ esiste un numero 7» di 
punti Zjt, in ciascuno dei quali le due superficie U e V ammettano gli stessi 
piani tangenti, senz' altre singolarità , la curva V possiede in ogni Z^ un punto 



(*) N o t h e r: Sulle curve multiple di superficie algebriche — Annali di Ma- 
tematica pura ed applicata. Serie II, Tomo V. 
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mnìtiplo secondo /fc, e il numero A;^ dei suoi punti d'appoggio, fuori dei punti 
Zji , con C,^ è dato dalia formola 

Si noti altresì che se si chiama H^ il numero dello rette uscenti da un punto 
qualunque dello spazio e che si appoggiano una volta, tanto alla curva T quanto 
ad una curva Cj^ , si ha evidentemente 



(V H, = Mm, - Q, - 5] R,;,,. 



Ora quale ò il rango della curva r? La superfìcie 0, Jacobiana delle due 
superficie U e V e del fascio di piani avente per asse una retta data R, è (1, I) 
dell'ordine n' -f w" — 2; possiede (1, II) ogni Ff^ come punto multiplo secondo 
i\ f i";^ - 2, e per le ipotesi fatte sui coni u e v 6 per una proprietà già dimo- 
strata (1, III) non tocca i rami della curva T passanti per Pj^ ; possiede (2, I) 
ogni Cj^ come curva multipla secondo j\-^jk' —'^: od inoltre (2, II) tocca la 
curva r in ciascuno dei punti in cui questa si appoggia a Cj^. Quindi se si chia- 
ma p il numero dei punti d'incontro della superfìcie 9 con la curva V , situati 
fuori dei punti e delle curve fondamentali, ossia il rango di r, si ha: 

M{n' + n" _ 2) = p + 2 (U + ì"h - 2)R/, + S 0"* +3"k - Qs , 



dove è da osservare che in virtù dei teoremi III e V del n. 2 , V ultima som- 
ma deve intendersi estesa tanto ai punti d' appoggio Z^ della curva V con 
ciascuna curva fondamentale multipla per le due superficie U e V secondo lo 
stesso numero j\ , purché ciascuno di questi punti si conti j\ volte , quanto ai 
punti d'appoggio della stessa r con ogni curva fondamentale semplice per en- 
trambe le superficie, per il che basta di calcolare il numero Q^ per mezzo della 
formola (6). Dalla relazione precedente si ricava: 
I. «La curva T è del rango 

(8) p = M(n' + „" - 2) - 2 {ì'h + V ' - 2)Ra - J] (j\ + j"» - 1)Q*. 

h k 

D'altra parte, se si indica con H il numero dei punti doppi apparenti di P, 



(^) Che la riduzione dei punti d'appoggio della curva F con una curva C^, do- 
vuta ad ogni punto Z^ , sia j\ , si dimostra facilmente sostituendo alla curva C/^ 
una retta dotata delle medesime singolarità e calcolando direttamente il numero dei 
punti d'appoggio con questa retta, fuori di Z^^, della nuova intersezione residua delie 
due superficie. 
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se si suppone che le dae superficie U e V non abbiano contatti, si ha: 



p = M(M - 1) - 2H - 2 R/.(Ba - !)• 

h 

Dal confronto delle due formole precedenti segue 

2H=M(M-l)-M(«'+n"-2)-2R*(R^-l)+5] (i'^+i^"-2)E^ +^(j\ ♦■/'»-l)Q» 

h h k 

donde ponendo dapprima nei fattori M — l e R^ — 1 in luogo dei termini M ed 
R^ i loro rispettivi valori dati dalle formole (3) e (4) , poi aggiungendo e sot- 
traendo il termine /^j\/'xQ* ®^ infine osservando che è 

k 



hk 



si deduce: 

II. « La curva P possiede 



(IO) H=Ì [(n'-l)(«"-l)M -5](t'*-l)(t'\-l)Rft-5]0-'»-l)O-"» - 1)0» -5]'"*Ì"*H»] 



« punti doppi apparenti ». 

Noti così l'ordine, il numero dei punti doppi apparenti e quello dei punti 
multipli effettivi della curva T, si può calcolare il suo genere P mediante la 
formola 

2P=(M-1)(M-2)-2H-2r,(R^-1). 



Dalla quale ponendo per H. il suo valore dato dalla formula (10), dopo che in 
questa stessa (10) si sia sostituito ad H^ il suo valore somministrato dalla (7), 
si ricava: 



2P=(M-l)(M-2)-(nM)(7i''-l)M+22]R^4-5]Q*+M2]AJ'W4- 

h k k 



Ora per la formula (3) si ha 



k 
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Inoltre per la (4) è 



2 R» • Yt^\h'\H = S ^* • ('- **■*" - ^*) 



e da questa e dalla (9) segae 

2 (i\i\ - R,)R, - 5]/,/\ . 5; R,Z,, = 0. 

h It h 

Con l'aiuto di queste due relazioni, semplificando la formola precedente, che 
somministra il valore di P, si ottiene: 
III. < La curva r è del genere 

(11) P = 1 + J (mti' - 2'^»A - SaQ.) + ^(mh" - 2 i",R, - 5]i^Q,) 



-^(4M-25]r, -^Q,) 



La curva r non possiede cuspidi , perchè per ipotesi le due superficie U e 
V non hanno contatti; quindi fra il genere P, V ordine M e il rango p passa la 
relazione: 

2P -2 = p-2M; 

e per mezzo di questa si potrebbe, volendo, calcolare P, una volta noti p ed M. 
Si otterrebbe cosi in modo più semplice lo stesso risultato precedente {}). 

4. Le stesse ricerche del n. precedente possono esser fatte neiripotesi in cui 
le due superficie U e V siano del medesimo ordino n' e posseggano una sola 
curva C, d' ordine m e rango r , in ciascun punto della quale ammettano gli 



{^) Per lo studio dei caratteri della curva F nel caso particolare in cui essa sia 
rulteriore intersezione di due superficie aventi in cornane una sola curva, semplice 
per entrambe, e su questa esista un punto multiplo, vedi il n. 121 dei Preliminari di 
una teoria geometrica delle superficie del Cremona (Traduzione di Curtze); per il caso 
in cui le superficie date abbiano in comune ancora una sola curva, doppia per Tuna 
e semplice per l'altra, il n. 119 dell' Analytische Geometrie des Raumes di S a 1 m n 
Fiedler (li Tlieil); e in fine per il caso in cui la curva comune sia sempre 
unica, ma multipla per le due superficie secondo numeri qualsi vogliano , il Capi- 
tolo III della Memoria del Dottor F. Severi: Sulle intersezioni delle varietà al- 
gebriche (Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino — Serie II, Tomo LII). 
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stessi piani tangenti. Inoltre, la superfìcie U abbia sopra C un numero 5 di punti 
A multipli secondo j' + 1 , e la superficie V un egual numero di punti B multi- 
pli parimenti secondo / + !. Infine, le due superficie siano dotate, fuori di C, di 
un punto P multiplo per entrambe secondo i' , abbiano ivi lo stesso cono tan- 
gente Ui» e nel fascio da esse determinato esista una superficie, che possegga in 
P un punto multiplo secondo i' -I- 1 , nel quale il cono ad essa tangente si spezzi 
nel cono u^' e in un piano, senz' altre singolarità. 
Intanto la curva r è dell' ordine 

e possiede in P un punto multiplo secondo 

i'(i' f. i)-f r = r(t'H-2), 

il che si dimostra ripetendo in generale il ragionamento fatto in particolare per 
provare il teorema III del n. 4 della Nota N. Inoltre, poiché la superficie U pos- 
siede in ogni A un punto multiplo secondo f -\- i e la superficie V vi possiede 
un punto multiplo secondo / , e il cono tangente in A ad U è per ipotesi un 
cono propriamente detto, mentre a V sono tangenti f piani, così la completa 
intersezione di U con V è dotata in A di un punto multiplo secondo /(/' 4-1). 
Ma di questa intersezione fa parte la curva C, che passa semplicemente per A 
e che deve essere contata /'(/'+ ^) volte; dunque il grado di multipliciià di A 
per r è j'(;' + 1)— i'(/' -f 1) =0, ossia la curva r non passa per i punti A. Ana- 
logamente si prova che la stessa curva non passa per i punti B. Si chiami poi 
X il numero (incognito) de' suoi punti d'appoggio con la curva C. 

Per determinare questo numero, si conduca per la curva C una terza su- 
perficie W d'ordine [jl, in modo che la stessa curva C risulti semplice per essa. 
Poiché per ipotesi non passa per il punto P, questa superficie incontra la 
curva r in 

(12) [7i'2^ ;•'(;'+ l)m]:Jl - X 

punti fuori di C. 

D'altra parta^ le due supeficie U e W s'intersecano, oltre C, secondo una 
curva dell' ordine 

il cui numero di punti d'appoggio con C, fuori dei punti A, si calcola applicando 
la formola (5). Perciò in questa formola si deve porre intanto: 

Inoltre per ciascuno dei punti A è: 
mentre por il pnnto P si ba : 
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Cosi si trova che il numero dei punti comuni , oltre i punti A, alle due curve 
e C, è: 

(ti' + ;> - 2f)m --fr - S. 

In ciascuno di questi punti , in virtù dell'ipotesi che le due superficie U e V 
hanno in ogni punto di C gli stessi piani tangenti , la curva tocca Ja superfì- 
cie V. Quindi ciascuno dei punti medesimi deve essere contato f + 1 volte fra 
i punti d'incontro della curva con la superficie V. Inoltre la stessa 6 passa 
semplicemente per ogni punto A, dove però non tocca la superficie V, e quindi 
in ogni punto A cadono soltanto f intersezioni di 6 con V. Il numero dei punti 
d'incontro, fuori di C, della curva con la superficie V è dunque: 

(n'[ii - ym)n' - (/' + l)[(n' ^-f^ - 2/')w -fr - 6] - fò. 

Questo essendo come il (12), il numero dei punti, fuori di C^ comuni alle tre su- 
perficie U, V, W, è eguale ad esso. Stabilendo questa eguaglianza, si ha un' e- 
qnazione dalla quale si ricava: 

X = [(2;' -f l)n' - 2;'(;' + l)]m - /(/ + l)r - o. 

Suppongasi ancora che oltre le proprietà già ammesse, le due superficie U 
e V posseggano sopra la curva C un numero y di punti Z tali , ehe nel fascio 
determinato dalle superficie medesime esista sempre una superficie che in uno 
assegnato (del resto qualsivoglia) dei punti Z abbia un punto multiplo secondo 
y + 1 con gli stessi piani tangenti comuni a tutte le superficie del fascio , oltre 
un altro piano x:. In tale ipotesi, la completa intersezione delle due superficie U 
e V è dotata in ogni Z di un punto multiplo secondo /f/' 4- 1) -[- /'; quindi pre- 
scindendo dalla curva C, che passa semplicemente per Z e che deve essere con- 
tata ^(7'+ 1) volte, risulta che la curva r possiede in ogni Z un punto multiplo 
secondo f\ epperò il numero de' suoi punti d'appoggio con la curva diminui- 
sce di ;" unità per ogni punto Z {}), 

Raccogliendo si ha dunque: 

I. « Se due superficie U e V del medesimo ordine n' hanno in comune un 
< punto P multiplo per entrambe secondo V con lo stesso cono tangente u^. , tale, 
« che nel fascio da esse determinato esista una superficie, che possegga in P un 
« punto multiplo secondo z' -f 1 , nel quale il cono ad essa tangente si spezzi 
« nel cono w^. e in un piano, senz'altro singolarità; inoltre, se le stesse superfl- 
ue eie hanno in comune una curva C, d'ordine m e rango r, che non passi per 
« P, multipla per entrambe secondo /, in ogni punto della quale ammettano gli 
« stessi piani tangenti, se ciascuna superficie possiede sopra C un numero di 
« punti multipli (conici) secondo /-fi, e se infine sulla stessa curva C esistono 



0) Quest' ultima asserzione può essere dimostrata seguendo un metodo analogo 
a quello accennato nella nota, a pie di pagina^ alla formola (6). 
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« Y P'iwti Z (multiplanari) multipli secondo / + 1 o dotati di singolarità affatto 
« analoghe a quelle possedute dal punto P, V ulteriore intersezione r delle due 
« superficie è dell' ordine 

N = n'2 -/(;' + l)m , 

« ha in P un punto multiplo secondo 

R = i\i' -h 2) , 

« in ogni Z un punto multiplo secondo /, e i suoi rami passanti per P o per Z 
« toccano rispettivamente il cono ed i piani ivi tangenti comuni alle saperficie 
« del fascio dato; in fine si appoggia alla curva C, fuori dei punti Z, in 

(13) Q = l(2j' + l)n' - 2f(f + ì)]m ^f(f H- l)r - 8 -/t 

« punti ». 

Questo teorema sussiste ancora se Tulterìore intersezione F delle due super- 
ficie U e V si scinde in due curve p e J secantisi in t punti. Detti M' ed M" 
gli ordini di queste due curve, R' ed R" i loro gradi di multiplicità in P, sup 
posto che soltanto la curva ^ possegga sopra C il numero y dei punti Z ed 
inoltre indicati con Q' e Q" i numeri dei punti di appoggio di p e J con la curva 
si ha evidentemente: 

M'+M" = M R'-hR" = R Q' + Q" = Q. 

Infine si dicano p' e p'' i ranghi delle curve p e J; quale è la relazione che ha 
luogo fra essi ? 

La Jacobiana 6 delle due superficie IT e V e del fascio di piani avente per 
asse una retta data, è (1, I) dell'ordine 2(7i' — 1); possiede (1, IV) in P un punto 
multiplo secondo 2t' -- 1 e il cono ivi ad essa tangente comprende il cono u^., sai 
quale (4, I) giacciono le tangenti in P ai rami delle curve p e J passanti per F; 
inoltre è dotata (2, Osserv. 2«) in ogni punto Z di G di un punto multiplo se- 
condo 2j' — 1 e tocca ivi (4, I) tutti i f rami della curva g passanti per Z; in- 
fine ha (2, VI) la curva C come curva multipla secondo 2f — 1 e tocca (2, Os- 
serv. 1») le curve p e J in ciascuno dei loro punti d'appoggio con C. Si otten- 
gono cosi le relazioni seguenti: 

2(w' - 1)M' = < + p' + [(2i' - 1)R' + R' ] + [(2f - 1)Q' + Q' ] + [(2f - 1);' +/ 1^ 
2(71'- 1)M" = < + p" + [(2t' - 1)R" + R"] + [{2f - 1)Q" + Q"] 

dalle quali , sottraendolo , si ricava il valore di p''. In tal modo si conclude: 

IL « Se le due superficie U e V sodisfano a tutte Io condizioni loro impo- 
€ ste nel teorema precedente, e se inoltre la loro intersezione residua si scindo 
« in due curve p e J^ di cui la prima sia dell' ordine M', del rango p', possegga 
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« in P nn panto multiplo secondo R\ abbia sopra C nn numero y di punti Z e 
e si appoggi a C in altri Q' punti, la seconda curva J è dell' ordine M" = M — M', 
€ possiede in P un punto multiplo secondo R" = R — K' , si appoggia a C in 

< Q" = Q — Q' punti ed è del rango: 

(14) p" =r p' + 2(w' - 1)(M" - M') - 2i'(R" - R') - 2/(Q" - Q') + 2f^y. 

5. La curva a. — Nella nota N si è chiamata a la curva intersezione resi- 
dua delle prime polari Uj ed Ug di due punti 0^ ed 0^ rispetto ad una super- 
ficie D della rete di cui si vuole studiare la Jacobiana; e nel n. 2 della Nota 
stessa sono stati trovati il suo ordine e il suo grado di molteplicità in un punto 
fondamentale P^. Ora è necessario determinarne il numero de' punti d'appoggio 
con una curva fondamentale C^ ed il rango. 

Perciò si esamini come le superficie Uj ed U, si comportano negli rf^ punti 
Zn di ciascana curva C^ , in ognuno dei quali la tangente t alla curva stessa sì 
^VVOggìSL alla retta Ofi^, 1 piani tangenti alle superficie U^ ed U^ in un punto Z^ 
di una curva C^, multipla per entrambe le superficie secondo j\—l (N. 2) costitui- 
scono i primi gruppi polari dei piani O^t ed 0^^ rispetto al gruppo Uj dei ji^ piani 
tangenti in Zf^ alla superficie U. Poiché la retta O^Oj si appoggia a Mn un punto 
T, i due piani O^t ed 0^^ coincidono , e quindi coincidono i loro primi gruppi 
polari rispetto al gruppo Uj. Le due superficie Ui ed U, ammettono dunque in 
ogni punto Zf^ gli stessi piani tangenti senza altre singolarità, opperò la curva a 
è dotata in ogni Z^ di un punto multiplo secondo J» — 1. 

Si perviene allo stesso risultato cercando le equazioni della curva a. A tale 
oggetto si scelga come tetraedro di riferimento quello avente i vertici 4,3 ed 1 
nei punti Z^ , T ed Oj rispettivamente, ed il vertice 2 in un punto qualunque 
dello spazio. L'equazione della superficie U è allora della medesima forma della 
(2) del n. 2, nella quale al posto di n' e j' si ponga n e j\. Inoltre, poiché le 
prime polari rispetto ad U dei punti di una retta formano un fascio , in luogo 
della prima polare del punto 0, può prendersi quella del punto T. Cosi le equa- 
zioni cercate della curva a sono: 

(dove per semplicità si è scritto j in luogo di jj, e queste mostrano V asserto. 
Dunque: 

L « Le superficie U^ ed Ug ammettono gli stessi piani tangenti, senz' altre 

< singolarità, in ciascuno degli r^ punti Z^ di ogni curva C» ». 

IL « La curva a possiede in ogni Zjt un punto multiplo secondo jx — 1 ». 

Oltre la curva semplice a, le due superficie Uj ed Ug hanno in comune sol- 
tanto le curve Cj e i punti P^ , le une e gli altri multipli ordinari secondo gradi 
già determinati (N. 2). Quindi alla curva a sono applicabili i risultati generali 
ottenuti nel n. 3. Questi richiederebbero necessarie modificazioni, solo se le 
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curve Cj^ avessero punti d'appoggio fra loro, poiché mentre in generale l' inter. 
sezione residua T delle due superficie U e V considerate nell' anzidetto n. 3, non 
passa per essi, la curva a vi possiede punti di determinata muìtiplicità; ma per 
le ipotesi fatte, tali punti d'appoggio non esistono. 

In particolare adunque se sì vuole il numero A^ dei punti d'appoggio, fuori 
dei punti Z|^ , della curva a con una curva fondamentale G^ , basta applicare la 
formola (6), nella quale il valore di Q^ è dato dalla (5). Perciò è da ricordare 
che nel caso attuale, per gli ordini delle superficie U^ ed Ug , si ha (N. 2) : 

n" = n' = n — 1 ; 

inoltre per ogni curva C/^ si deve porre (6, I) e (N. 2) 

e in fine, poiché le curve fondamentali Cj^ della reto non si appoggiano fra loro 
e non passano per i punti fondamentali P^: 

In tal modo si ottiene: 

III. <c La curva a si appoggia ad ogni curva 0^ , fuori dei punti Z/^ , in 
<c altri 

< punti, che sono altrettanti punti cuspidali di Cj^». 

Così per avere il rango p^j della stessa curva a non è da fare altro che porre 
nella formola (8), come sopra: 

Ti" = n' = w — 1 , 
per l'ordine di o (N. 2, I): 



M 



= (n-l)«-5](j,-l)«m,; 



per ogni punto P;^ (N. 2, II): 

ed infine per ogni curva C;^ , oltre le posizioni precedenti: 

dove Aji è dato dal teorema precedente. SI ha in tal guisa: 
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IV. « La CTirTa a è del rango 



p. = 2(n - 1)«(» - 2) - 2 5] (f» - 1)[(3;» - 4)n - (2/»» - /» - 2)l»i» 

k 



6. La curva g. — Nella Nota N si è chiamata p la curva che insieme ad a 
costituisce rintersezione residua delle due superficie, che nella Nota stessa (n. 2) 
sono state dette ? e T. Sono già conosciati V ordine e il grado di multiplicità 
in un punto fondamentale P^ della curva p. Ora se ne vuole determinare il nu- 
mero dei punti di appoggio con una curva fondamentale C^^ e il rango. 

Perciò è necessario esaminare come la superficie 9 , e quindi anche V ana- 
loga Y, si comporta nei punti Z^ di una curva C/^ Scelto il tetraedro di riferi- 
mento come in principio del n. precedente e considerate ancora le prime polari 
dei due punti Oj e T , rispetto alle superficie U e V della rete data, V equa- 
zione della superficie f è 



9 = 



U; ^X,*"^ + Uj^^^^x;'-'^'^^..,^U„^l y WyM,8a54'*"'^"^+^j-.«,sV"'^'* + '--+»*«,8 



V,l'*'4 



n-J 



n-j-i 



n-i-i 



n-^-2 



^J.l^A ' f ^HlA^A + • • • H- t^n,l f Vy+l,8aJ4 "'■"' + ^j-J,8aJ4 •'"' f . . . + V 



n,8 



= 



ossia: 



dove si è posto 



9 = 9oa?4^^*""^^"* + (PiCC4«t«-^J-* + . . . = 



?0 = 



^i,l **/+l»8 



V 



'jM ^Ì+1,8 



9i = 



u 



1;M ^i*2,8 



"i,l ^i+2,d 



^Ì+1.1 *i+i,s 



t; 



'i+i.i 



^Ì+1,8 



etc. Dunque: 

I. « La superficie 9 possiede in ogni Zj^ un punto multiplo secondo 2j\ 
€ ed il cono ivi ad essa tangente ha per equaeione 9^ = >. 

Analogamente posto 



-1 



^0 — 



u 



l/.l 



u 



.;+i,8 



«!/a *^i+l,8 



Bi ha che la superficie Y possiede in ogni Z^ un punto multiplo secondo 2jx — 1, 
ed il cono ivi ad essa tangente ha per equazione T^ = 0. 
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Quindi la completa intersezione delle due superficie 9 e T è dotata in ogni 
Zj^ di un punto multiplo secondo (2j\ ~ 1)*. Ma di questa intersezione fa parte 
tanto la curva C^. , multipla (N. S, I) per le due superficie 9 e Y secondo 2(jj^ — 1), 
la quale passa semplicemente per Zj^ , quanto la curva a, che è semplice per le 
stesse superficie, ma possiede (5, II) in Z;^ un punto multiplo secondo jj^ - 1; dun- 
que la curva ^ ha in Z^ un punto multiplo secondo 

(2i, - 1)« - 40\ - 1)^ - Oa - 1) = 3i* - 2. 

Le tange.-ìti in Zf^ ai rami della curva ^ sono le rette comuni ai due coni ?o 
e ^0 7 fuori della tangente t in Z^ alla curva C^ e delle tangenti ai rami della 
curva a. Quindi. 

IL « La curva p possiede in ogni Z/j un punto multiplo secondo 37^ — 2». 

Le due superfìcie 9 e V hanno dunque in comune non solo le curvo C^ e i 
punti P^ , le une e gli altri multipli ordinari secondo gradi già determinati (N. S); 
ma ancora la curva a, semplice, e i punti Z^ multipli ordinari (I) secondo 2j\-l. 
Quindi anche alla curva ^ sono applicabili i risultati ottenuti nel n. 3. 

In particolare adunque per avere il numero Bjt dei punti d'appoggio di g con 
una C4 , basta applicare la formola (5). Perciò si deve ricordare che nel caso at- 
tuale, per gli ordini delle due superficie 9 e V si ha (N. 3, I): 

n" = n' = 2(n -- 1) ; 
per la curva Cj^ (N. 3, I): 

Inoltre, poiché delle curve comuni alle superficie 9 e \r soltanto la curva sem- 
plice a si appoggia a C^^ in A^ punti (5, IH), è da porre: 



Infine per ogni punto P^ è: 



«u = 0, 



e per ciascuno degli rJ^ punti Z;^ (6, I): 



Cosi si trova: 



t'\ = i\ = 2;,-l , ^^,= 1 



Bfc = Mh - ^)[^(n -jì^mj, - /^r^] - A^ 



ossia (5, III) 



Bj{ — 3A|j. 



)( 213 )( 

Dnnqne: 

ITI. € La curva ^ si appoggia ad ogni curva Cj^ , fuori dei punti Zj^ , in altri 
3A]^ punii >. 

Applicando la stessa formola (5) si può ancora ottenere il numero dei punti 
d'appoggio Tj della curva ^ con a. Perciò come nel caso precedente | si ha 
intanto: 

n" = n' = 2(n - 1). 

Inoltre essendo a una curva semplice tanto per 9 quanto per W e ricordando il 
sao ordine (N. 2, I) e il suo rango (5, IV), è da porre: 

A=A = 1 7 «Wa = (w-1)*- J](;\-l)*»n;k , ^fc = Pa- 



La stessa curva a si appoggia ad ogni curva fondamentale Cji in un numero Aj^ 
di punti determinato (5, III); quindi ricordando i gradi di multiplicità per cf e W 
di ogni C^ (N. 3, I), deve farsi: 

Infine per ogni punto P^ è (N. 3, I e 2, II): 

i'\ = i\ = 2(t^ - 1) , ^A» = (t\-1)^ 

mentre per ogni punto Z^ è (6, I) e (6, II): 

t"A = i'A = 2y»-l , h^^j\-l. 

Effettuando queste sostituzioni, si trova: 

IV. «La curva ^ si appoggia alla curva a in 

T,^ 2(2n-3)[(n-l)«-2(7»- l)X]-25] (2ì;,-3) (i,- l)'-^^Uk'^rr,^^(ij\^5)A,^p^ 

k h Uh 

ponti ». 

Finalmente si passi a calcolare il rango fa della curva ^, facendo uso della 
formola (8). È ancora da porre: 

n" = n' = 2(n - 1). 
Poi per l'ordine di p si ha (N. 3, II): 



M = 3(n-l)»-3 5](;,-l)X. 
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Inoltre per ogni punto P^ è (N. 3, I o III): 



ì"h = »•'» = 2(ift - 1 ) , Ra = 3«* - 1)» ; 
mentre per ogni punto Z^ è (6, I e II): 

t-"^ = i'^ = 2/» - 1 , Bft = 3j»-2 
Infine per ogni curva C^ deve farsi (N. 3, I) e (6, III): 

A=/'ft-2(7»-l) , Q* = 3A», 
mentre per la carva semplice a è: 

J"h =3\ = 1 , Q» = Ti. 

Così si trova: 

V. « La curva p è del rango: 

Pp = 2(71 - l)\bn - 8) - 25]0'* - 1)[3(5;a - 6)ii - (10;,« - 5^ - 8)lm* + 
+ 5]0* - 1)(1Q;V - 23/, + 7)r, - 2 5] (t^ - l)^5i\ -8). 



7. La Jacobiana J, — Sì è dimostrato nella Nota N che la Jacobiana J della 
data rete di superficie, costituisce insieme alla curva p , V intersezione residua, 
oltre le curve Cj^ , di due superficie, che nella Nota stessa (n. 4) sono state indicate 
con Fp. Ora volendo anche della curva J, di cui già si conoscono (N. 5 , I e II) 
r ordine e il grado di multiplicità in ogni punto P;^ , determinare il numero dei 
punti d'appoggio con ogni curva C^ e il rango, è necessario di stabilire alcune 
altre proprietà delle superficie Fp. 

Innanzi tutto ricordando la definizione dì una superficie Fp data nel n. 4 
della Nota N si dimostra subito: 

I. € La superficie Fp , corrispondente al piano 0^ Og Y , non cambia , se 
« ad una qualunque delle tre reti che la generano , formate dalle prime polari 
« dei punti 0, , Og , Y prese rispetto alle superficie della rete data, si sostitui- 
re sce quella delle prime polari di un altro punto qualsivoglia dello stesso piano 
« Oi 0, Y ». 

Basandosi su questa proprietà, si prenda come nuovo punto , uno degli nij^ 
punti A in cui il piano 0^ 0^ Y incontra la curva C, d' ordine m, ; e per sem- 
plicità, si scelga il punto stesso come vertice 4 del tetraedro di riferimento ed 
inoltre come lato 43 del tetraedro medesimo, la tangente ivi condotta alla curva 
Cj|. In tal modo, le equazioni delle tre superficie U , V , W che individuane la 
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rete sono le (2) del n. 1 della Nota N; e se come punti 0^ ed 0^ si prendono 
i vertici 1 e 2; la superfleie Fp ha per equazione: 



F = 



Ui u. 



U4 



V, V, V, 



w, 



w. 



W4 



= 0. 



Ponendo al posto di Uj , V^ , W^ , . . . i loro valori ricavati dalle anzidette foi 
me (2), si trova: 



'^\ = Foa?4«('*-^">-i + FiX^»{"--^)-« + Fjoj/C'*--^^-» + . . . = , 



dove è 



Fo = (n-;) 



u 



'JA 



U 



V 



JM 



'J.St 



^i.« 



Ui 



^i 



w 



JA 



Wj^i Wj 



F, = (n-i-l) 



Ui 



u 



Ui 



'j,\ ^j,i «V+i 



^Al «i,8 K/4-1 



w, 



>M ^i,« 



Wi 



w 



7+1 



+ (n-i} 



^J,i ^i+i.a ^i 



VjM ^^^1,2 ^j 



w 



!;M «^;^i.2 «'i 



+ (n-i) 



"i/+l,l 


«A» 


«i 


"^+1.1 


"/.« 


», 


«V^i.i 


«A» 


U)y 



etc. Ma poiché Uj ,VjfWj sono forme delle sole variabili x^ , x^j così in virtù 
del teorema di E u 1 e r , il determinante Fq è identicamente nullo; quindi 1' e- 
qaazione precedente diventa: 

Fp = Fia?/('^-'>» + F,X4«<'*-^)-3 + . . . = , 

e questa mostra: 

n. « La superficie Fp possiede un punto multiplo secondo 3j\ — 1 in ciascuno 
« degli m^ punti A nei quali ogni curva G^ viene incontrata dal piano cui la 
< superficie stessa corrisponde :». 

Si cerchi ancora come la superficie Fp si comporta in un punto Z^ di una 
curva Cjfe. A tale oggetto conviene di prendere il tetraedro di riferimento come 
fa scelto in principio del n. ò, e, approfittando della precedente proprietà I della 
superficie Fp ^ sostituire alla rete delle prime polari del punto 0, , quella delle 
prime polari del punto T, nel quale la tangente in Z^ alla curva C^ si appog- 
gila alla retta 0^0, e nel quale cade il vertice 3 del tetraedro fondamentale. In 
tal modo le reti che generano la superficie Fp sono: 

^XJi -h |iVi + vWi = 



M^iyi+^2y,i'V^yz+V^y^)-]-\k[Y^y^}-Y^y^+Y^y^'^Y^y^)+H^^ 
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opperò la superficie stessa ha per equazione: 





U, V, w, 




Ui V, w, 


Fp= 


U, V, w. 


-p 


u, V, w. 




U, V, w. 




U, V, w. 



= 0, 



dove è p = — . Ponendo al posto di Uj , Vj , W^ , . . . 1 loro valori, si ottiene: 

2/a 



dove è: 



F. = Gox/t"--^^"^ + G^x^^^"^^^-^ + G^^^t** -•^>-» + . . . = , 



Go = 






t;y.i^3 



+ 



t«.- f Vi ^ w 



'JA ^Ja «V+1,1 



u 



wj^^^^ 



ossia 



Go = 



u 



Ui 1 u^ 



i+l.S «i,! ~i.2 



V 



V,- t V^ 



'i+1,8 «'i.i y/.a 



tf? 



'i+1.8 ^i.l «^J\S 



G,= 



U,- . V 



Wi 



^J\l «o+l.l «0+1,1 



W;,2 Vi+1,2 «V+1,2 
^i+l,S ^j^l,9 



+ 



U 



V; , Wt 



>i+x,i «V,i «0"M.i 



^i+X,2 ^J,2 ^J+1,2 



+ 



^i+i.x ^jVM «'ài 

*'Ì+1,2 «V+1,2 «V,2 
^y+X»8 ^i+1.8 



«^i+2.8 



U 



Ì;M v^+2,1 ^Ja 



^i.2 «i+2,2 «^i.2 
t^,+2.8 



^A2 ^^.2 ««Vt2,2 



iO 



'^+2,8 



- p(n - j) 



Ut , t) 



«?^ 



i.»! ^J+1,1 «V+1.1 

t;j+i.8 «^;+i,8 



Vi 



Wi 



+ 



1« 



Ì;+i,l ^i.i <^j+i,i 



«*y+l,8 M^y^i^s 



Ui 



ttjy 



H/+i,i ^;+i,i ^JA 

**Ì+1,8 *V+1,8 



u^ 



^J 



/ 



ossia 



Gi = H + p/xjGo, 
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quando si chiami H la somma dei primi sei determinanti, che in sostanza siri 
ducono a qnattro. inoltre si osservi che il coefficiente di p , fatta astrazione dal 
fattore n — ;, non è altro che il determinante 

il qaale in virtù del teorema di Eulero sulle funzioni omogenee, eguaglia 

: x^Gto , e in fine si indichi con f il numero —7- : 

J J 

G2 = K+pL, 

dove K ed L sono somme di determinanti, facili, volendo, a determinarsi. E così 
di seguito. Quindi la precedente equazione della superficie Fp diventa: 

^\ = O^x^^^*"'')'' + (H + pf^fioW^'"^^'' -f (K -+. p LK»('»--^^-» -f . . . = 

e questa dimostra: 

ni. « Fra le superficie del fascio formato dallo Fp , ve n'è sempre una, che 
« possiede in ogni punto assegnato Z^^ di una curva Cj^ un punto multiplo se- 
c condo 3;\ — 1 , ed ammette ivi, oltre un altro piano (c»2 - 0) gli stessi pian| 
« tangenti comuni (Gq = 0) a tutte le superficie del fascio , senz' altre singo- 
c larità >. 

I punti Zff variano sopra ogni curva C;^ col variare della retta OiOg , dalla 
quale la Jacobiana J è invece indipendente. Quindi: 

IV. « La Jacobiana J non passa per nessuno dei punti Z^ », 

Dal precedente teorema HI segue, che la completa intersezione di due su- 
perficie Fp , ossia la base del fascio da esse determinato, possiede in ogni Z^ di 
una curva Gf^ un punto multiplo secondo 

(3;,-2)(8i,-l) + (8;\-2). 

Ma di questa intersezione fa parte la curva C^ che si considera, la quale passa 
con un sol ramo per il punto Z^ , e (N. 4, IV; deve essere contata 

m - 2)(3;, - 1) 

volte; dunque la rimanente intersezione composta dalle curve p e J, è dotata in 
Z4 di un punto multiplo secondo iij\ — 2. Per la proprietà precedente IV, la Ja- 
cobiana J non passa per Zj^ ; quindi è la curva ^, che possiede in Z^ un punto 
dell' anzidetta multiplicità. Ciò riconferma una proprietà della curva p già dimo- 
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strata (6^ II); ed inoltre resta provato, che i rami della carva stessa passanti per 
un panto Zj^ sono ivi tangenti ai piani (Gg - 0), che nel punto medesimo toccano 
tutte le superficie Fp. 

In tal modo due qualsivcgliano di queste superficie si trovano nelle condì; 
zioni richieste, perchè alla Jacobiana J, che insieme alla curva semplice p, co- 
stituisce r intersezione residua, oltre le curve Cj^ , siano applicabili i risultati ot- 
tenuti nel n. 4. 

Quindi in particolare se si vuole il numero Dj^ dei punti d' appoggio della 
Jacobiana J con una curva C^ , basta ricordare che esso è dato (4, II) dalla 
formola 

Q" = Q-Q', 

nella quale intanto, siccome Q' denota il numero dei punti d'appoggio della curva 
p con Cfc , è (6, III): 

Q' = 3A, , 

ed inoltre il valore di Q si calcola con la formola (13). In questa, per T ordine 
dello superficie Pp si deve porre (N. 4, I): 

n' = 3(n - 1) , 

e per ogni curva C/^ (N. 4, II) e (7, II e III;: 

Così si trova: 

V. « La Jacobiana J si appoggia ad ogni curva C^ in 

(15) D, = [3(4i, - 1 )n - 2(6;,« f 3;\ - 2)]mi, - 3i,(2;\ - l)r, 

« punti ». 

Finalmente per avere il rango pj della stessa Jacobiana J non si deve far 
altro che applicare la formola (14). In essa oltre le precedenti sostituzioni: 

n' = 3(n-l) , m-m^ , r^^n, , / = 3^;^ - 2 , Y = r^ 
si deve porre: per ogni punto P^^ (N. 4, I;: 

t' = 3(t\ - 1) ; 
per la curva p (N. 3, II e III) e (6, III e V); 

M' = 3(«-l)«-32]0"/k-l)''w* , R' = 3(t;,-1)« . Q'=3Afc , p' = pp; 
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e per la Jacobiana J (N. 5, I e II) e (7, V): 



M" = 6(n-l)*~^(67V-3A-lX > R" - 6i\(i\ - 1) , Q" = D,. 



Io tal modo si ottiene: 

VI. € La Jacobiana J è del rango 



(16) p, = 4(n - min - 10; - 2>] j,[(42/, - 27)n - (28;V + 21J, - 27)Jm, + 

h 

+ 2 (28;',8 - 27i,« + 6i, + 1^ " 2>] (t^ - D^Ui^ + 1). 



A 



8. Inumerò dei 2^unti doppi delle superficie di un fascio, — Le precedenti 
proprietà della Jacobiana J di una rete (R) di superficie algebriche insieme a 
quelle note della Jacobiana H di un sistema (S) lineare triplamente influito, of- 
froDo il mezzo di calcolare il numero dei punti doppi delle superficie di un fa- 
scio (F), nel caso in cui questo appartenga ad un sistema (X) lineare di quarta 
specie, e del quale, per ora almeno , le curve multiple C^ facenti parte della 
base non si appoggino fra loro e non passino per i punti multipli P^ apparte- 
nenti alla base medesima. 

Si osservi dapprima che Je Jacobiane H dei sistemi (Sj, di numero quadru- 
plamente infinito, contenuti nel sistema (S), formano un nuovo sistema lineare di 
quarta specie. Infatti, presi ad arbitrio quattro punti dello spazio, esistono quat- 
tro superfìcie del sistema (£), che hanno rispettivamente un punto doppio in cia- 
scuno di essi; queste quattro superficie determinano un sistema (S), la cui Ja- 
cobiana è la sola superfìcie H, che passi per quei quattro punti dati. 

Inoltre si ricordi ('; che ciascuna Jacobiana H è una superficie dell' ordine 
^'n - 1) , la quale possiede ogni P^^ come punto multiplo secondo éi\ — 2 , ed 
ogni C^ come curva multipla secondo 4j/^ - 1. Quindi le Jacobiane Hj ed Hg di 
due sistemi (Sj) ed (S^) si tagliano, fuori dello curve C^, secondo un luogo del- 
l' ordine: 



16(„_1)»_5](4;»-1)V, , 



che ha in ogni Pj^ un punto multiplo secondo 



(^] Levi: Sulle singolarità della Jacobiana di quattro superfìcie n. 7 e 8 
Giornale di Battaglini, Voi. XXXIV. 
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Di questo luogo fa parte la Jacobiana J della rete (R) comune ai due sistemi 
(S,) ed (Sjì, la quale è dell' ordine (N. 5, I): 

(17) m, = 6(n - 0* - J] (6;»* - 3;\ - l)m» 

k 

e possiedo (N. 5, II) in ogni P^ un punto multiplo secondo: 

(18) Ij = 6t\(i\ - 1). 
Perciò rimane una curva fì dell' ordine; 

[l6(u - 1)» - "^{^j, - D^m,] - [6(n - 1)^ - ^{Qj\^ - Sj\ - l)m,] = 



= 10(;i - 1)^- 5](10V - 5;\ + 2)m, , 



la quale è dotata in ogni P^ di un punto multiplo secondo 

^4/;, - 2)« - 6i\(i;, - 1) = 2(6i^« - 5/^ f l). 

Questa curva Q, appartenendo ad entrambe le superficie H^ ed H^ , è il luog-o 
di un punto i cui piani polari rispetto a tutte le superficie del sistema (S) pas- 
sano per un medesimo punto; perciò ò comune a tutte le altre superficie H. Essa 
si chiama la Jacobiana del sistema (l) i^). Dunque: 

I. « La Jacobiana ù del sistema (I) è una curva dell' ordine 

10(71 - 1)2 _ y ( iq/,2 ^ 5j^ + 2)m, 



« e possiede in ogni P^ un punto multiplo secondo 

2(5/\«-5/\+l). 

La Jacobiana Q intersezione residua, oltre le curve C^ e una J, di due su- 
perficie H, si appoggia a quest' ultima curva in un certo numero E di punti, che 
si determina applicando ancora la formola (5) del n. 3. Innanzi tutto per V or- 
dine delle due superficie H e per i loro gradi di multìplicità in ogni punto P^ 
8i deve fare, per le proprietà di ogni superficie H eopra ricordate: 

7i" = n' = 4(?i - 1) , i'\ = t\ = 4i\ - 2. 



(*) Cremona 1. e. n. 141. 
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Inoltre, poiché la curva J è semplice per queste stesso superficie, mentre ogni 
C^ è multipla secondo 4;\ — 1 , è da porre: 

Infine per V ordine della Jacobiana J, per il suo grado di multiplicità in un punto 
P^ , per il suo rango e per il numero de' suoi punti d'appoggio con una curva 
Gj^y 81 deve fare: 

dove i valori di m, , /j , p, e D^ sono dati rispettivamente dalle formolo (17), 
(18), (16) e (15). Cosi si trova: 

II. € La Jacobiana J di ogni rete (R) contenuta nel sistema (l), si appoggia 
alla Jacobiana ù in 

E = 20(n - 1)« - X l^^^-^*' ~ ^^^^ ^ ^^"^ " ^(2Q7V + 15;** - 13/* + ì)]m, + 



+S m\^ - 1 W + 3;, - l)r, - 2 J] (/\ - 1)(10*V - 5i\ + 1> 

ft h 

€ punti >. 

Quindi il numero dei punti d'incontro, fuori degli elementi fondamentali e 
della curva 0, della Jacobiana J di una rete (E) con la Jacobiana H di un si- 
stema iS), che non contenga quella rete, è dato dalla formala: 

4(1» - l)m, - 2 i^h - 2;;, - 2] W* - 1)D^ - E. 



Ora la rete (R) ed il sistema (8), appartenendo ad un medesimo sistema (I) li- 
neare e quadruplamente infinito , hanno in comune un fascio (F) di superfìcie. 
Quindi il numero ora trovato è quello dei punti doppi delle superficie di questo 
fascio. Sostituendo ad ttij , /j , Dj^ ed E i loro valori, per l'anzidetto numero si 
ottiene: 

(19) 4{n - 1)» - 2 12(6/,^ - 3/, -^ ì)n - 2(4;V + 3;V - ìJh - l)]"»;c ^ 



+ 2 Wk' - 3/,^ + i)r, - 2 2 (i^ - ì)\2i^ + 1):. 

k h 

La base del fascio (F) si compone delle curve 0^^ e di una curva residua r. 
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i caratteri della quale si determinano ponendo 

n" = w' = n , Wfc = mft , r^ = r^ , f\=j\^h , i'\ = ì';ì = «a , «**i = «^ = 0, Za» = 

nei risultati generali del n. 3. Così in particolare si trova che essa curva V si 
appoggia ad una curva C^ in 

punti. 

Aggiungendo e sottraendo 2j\qf^ al numero (19), il numero stesso prende la 
forma: 

4(11 - 1)3 - 2 ^ (i^ - i)\2i^ + 1) - 

h 

- £ 0\ - 1)Ì2[(4;V + l)n - (2;,« + 5;, + l)]m» - (2;V - /* - 1^1 - 2 J] /,<?* 

donde si ricava: 

IH. « Se la base di un fascio di superficie d'ordine n si compone di a punti 
« Py^ multipli (ordinari) secondo i\ e di x curve C^ multiple (ordinarie) secondo j\ 
« tali, che non si appoggino fra loro e non passino per quei punti, ogni punto 
« P/^ diminuisce il numero dei punti doppi delle superficie del fascio di 

2(1;,- 1)2(2/;, + 1) 
« unità; ed ogni curva C^ diminuisce il numero stesso di 

(h - mmJH -i- l)'i - (2;V + 5j,+l)]m, - (2A^ . i, - l)r,| + 2j,q, 

« unità, dove g^ è il numero dei punti d'appoggio con la curva considerata C^ 
« della curva semplice V, che completa la base del fascio » ('). 

Mediante le stesse sostituzioni sopra indicate, fatte nella formola (11) del n. 3, 
per il genere 2\ della curva r si trova: 

2p, = 2n'- 4n« + 2-2 ^;\l(3A - 1)« -j\{2j\ + l)]m,+^(2j^ - l)f\r^ - 2^i^\^ - 1). 



(*) La riduzione del numero dei punti doppi delle superficie di un fascio pro- 
dotta da un punto multiplo ordinario isolato comune a tutte le superficie del fascio 
fu già calcolata dal Pieri nello scritto: ^ Sopra alcuni problemi riguardanti i fa- 
sci di curve e di superfìcie algebriche „ (Giornale di Battaglini, t. 24), e in segui- 
to, per altra via, dal S e g r e nella Nota: ^ Intorno ad un carattere delle superficie 
e delle varietà superiori algebriche (Atti della R. Acc. delle scienze di Torino' 
Voi. XXXI). 
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Inoltre per il genere pJ^ di una curva C^ si ha: 

2(/'A-l) = »'k-2m;^. 

Infine gli invarianti p^ e p^^\ Fiacliengescblecht e Curvengeschleclit di Nòther, di 
una superficie del fascio (F) sono rispettivaraente dati dalle formole (*); 

6Pa = (»» - 1)0* - 2)(n - 3) - ^j\(]\ - l)(3n - 2J, - 6)mj, + 

h 

+ ì 5jÌ»(;» - l)(2i» - l)r» - 5] t-»(|-, - l)(t\ - 2) 
pC) = „(« - 4)« + 1 - 5] (;V - 1)[(3;» - 1> - 2A(7\ + 3)]m» + 

k 

+ jjm» -!)*»•*- 2; t*(«* -2)*. 

Ora, se si cerca il valore dell' espressione 

2{ì2p^^p^')-\-Po + 2^* "'' " ^) ' 

si trova che esso è precisamente il numero (19). Inoltre se si indica con P IMn- 
variante relativo di una superficie del fascio, dovuto a Zeutben e a SegrC; 
si ha: 

P=12;?„-l>t») + 9-o, 
e se si chiama p il genere della base del fascio definito dalla relazione 

k 

e qaesti valori di P e p si pongono nell' espressione (20) si trova finalmente: 

IV, « Il numero dei punti doppi delle superficie di un fascio è dato dalla 
€ forinola 

2(P + p + l), 

< dove Pél' invariante relativo di Zeuthen-Segre di una superficie e /? il 
« genere della base del fascio (') ». 

Roma, Gennaio 1904. 



0) N e t h e r : Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Ge- 
bilde — Matbematische Annalen — Band VIII. 

(*) Questa formola fu già trovata dal S e g r e nella Nota dicinzi ricordata, ma 
per il caso in cui la base del fascio sia una sola curva semplice o muMpla, e, se 
semplice, contenga dei punti multipli per tutte le superficie del fascio. 
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ESTRAHO DI UNA LETTERA AL DIRETTORE DEL GIORNALE 



deiring. LORENZO ALLIEVI. 



In alcune ricerche analitiche riferentisi al mio studio sul Moto perturbato 
dell' acqua nei tubi in pressione , recentemente pubblicato in alcune effemeridi 
tecniche, ebbi occasione di imbattermi in una espressione delle radici della equa- 
zione di 2o ^rado che non ricordo di aver veduto in alcun trattato elementare 
e che, anche dal punto di vista didattico, mi pare non priva di interesse. 

Scrivendo T equazione di 2o grado nella forma omogenea: 



rt?* — 2hx + e' = 
tale espressione sarebbe: 



cc = - (V6 + c± sjb-c) 

la quale, effettuando il quadrato, si riduce ovviamente alla formola di risoluzione 
usuale. 

A tale espressione si può giungere facilmente dalle: 

da cui: 



jCj -f ajj =fc 2 v'x'i arj •= 2(6 ± e) 
cioè: 



V»i + Vscji = =t \/2 (6 + e) 



>/xi — VjTs = ^ V2(6 - e) 

le quali per somma e sottrazione ci forniscono le espressioni delle radici ar^ e or^ 
nella forma esibita. 

Roma, 22 febbrajo 1904. 



J 
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DR.' F. GOMES TEIXEIRA - OBRAS SOBRE MATHEMATICA, 
PUBLICADAS POR ORDEM DO GOVERNO PORTUGUÈS 



Volume primeiro. 



Beoensione di OEHINIANO PIBONDINI. 



Il Governo portoghese, colla deliberazione presa di raccogliere e pubblicare 
a proprie spese le numerose memorie e note dell' illustre Professore G o m e s 
Teixeira, sparse nei giornali scientifici di tutti i paesi, ha mostrato di avere 
piena coscienza deiralto dovere che oggi incombe a un Governo civile di fronte 
alla scienza. Onorando nella maniera più nobile Tillustre Direttore della Scuola 
Politecnica di Porto, ha reso altresì un segnalato servizio agli studiosi di tutti 
i paesiy offrendo loro, senza alcuna fatica di penose ricerche, gli splendidi frutti 
delle assidue e lunghe meditazioni deirillustre Scienziato. 

Il primo volume è già stato pubblicato^ e contiene i seguenti lavori : 

I. Sohre o deaenvolvimento das funcqoes em sèrie — Questa memoria, premiata 
e pubblicata dalla Keale Accademia delle scienze di Madrid nel 1897 , tratta 
della serie di Taylor nel caso delle variabili reali e delle variabili complesse, 
esponendo i metodi di Cauchy e di Riemann. Passando a trattare pure 
della serie di Laurent, l'Autore espone i metodi diWeierstrass eMit- 
tag-Leffler, e dopo alcune importanti applicazioni, espone le serie di La- 
grange e di BtLrmann, dando di quest'ultima un'interessante generalizza- 
zione. 

n. Sur le développement dee fonctions en sèrie ordonnèe suivant les puis- 
sances du sinus et du cosinus de la variable (Giornale di Creile, 1896). 

Indicando con z la variabile complessa Xi + it/i e con e una costante reale 
e positiva, l'Autore studia le curve rappresentate dall'equazione 

I sen2; | = e , 

dimostrando che per e ^ 1 si ha un'infinità di ovali e per c> 1 una curva com- 
posta di due rami simmetrici rispetto all'asse delle ascisse che si estendono al- 
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rinfinito nei due sensi di quest'asse, compiendo un'infinità d'ondulazioni eguali. 
Se la funzione f{x) è olomorfa entro una di quelle ovali, o nello spazio com- 
preso fra i due rami di quella curva, essa è sviluppabile secondo la formola : 

00 OD 00 

f{x) = ^A^sen'^sc , o l'altra : f{x) =^A^8en^ac + cosse* / B^sen^x, 



dove I coefiScìenti A^, , B^ sono determinabili con formolo opportune. 

Si considera poscia il caso particolare in cui f{x) ammette un periodo reale 
od immaginario; applicando i risultati ottenuti alla funzione ellittica sn2;. 

HI. Sur ìes sénes ordonnées suivant les puissances d* une fonction donnée 
(Giornale di Creile, 1896) ■— Generalizzando i risultati ottenuti daLagrange, 
Bfirmann e Laurent, l'Autore dà lo sviluppo di una funzione in serie or- 
dinata secondo le potenze positive e negative di un'altra funzione arbitraria. In 
seguito dimostra che una funzione olomorfa nello spazio compreso fra due cer- 
chi non concentrici, dei quali il minore è tutto interno al maggiore, è sviluppa- 

bile in serie ordinata secondo le potenze di -. Sono suscettibili di un tale 

X — 

sviluppo anche le funzioni olomorfe in un'area compresa da rette, o da rette ed 
archi circolari. Dopo avere esposto un metodo per costruire delle funzioni olo- 
morfe in un'area compresa da rette, che non possono essere continuate all'esterno, 

tizx 

si passa allo sviluppo di una funzione secondo le potenze di sena;, o di e "* . 

Infine si dà una nuova dimostrazione dello sviluppo di F o u r i e r pel caso 
di variabili complesse periodiche, e un'estensione di tale formola applicabile nel 
caso' in cui la funzione non è periodica. 

IV. Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite (BuUetin des sciences mathé- 
matiques, 1890) — È relativa allo sviluppo di una funzione in serie ordinata se- 
condo le potenze di sen(a; — a) e cos(x - a), con varie applicazioni interessanti 
a casi particolari. 

V. Sur les courbes parallèles à Vellipse (Mémoires couronnés et autres mé- 
moires publìés par l'Académie de Belgique) — Partendo dalle equazioni stabilite 
per le toroidi da C a u e h y, l'Autore espone le principali proprietà di tali curve 
e delle loro podarie, che appartengono alla famiglia delle curve cicliche. Si di- 
mostrano incidentalmente molte proprietà di altre curve notevoli, quali 1' ovale 
di Cassini e le leminiscate ellittica ed iperbolica. 

VI. Sur les dérivées d'ordre quelconque (Giornale di Battaglini, 1880)— Dopo 
avere trovato l'espressione della derivata d'ordine n rispetto ad x della funzione 
u = f(y)y essendo y = <f{x), si fa l'applicazione alle funzioni semplici. 
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Si considera poi la funzione 

y = /^(tt, , t«2 , . . . , Ut) con Un = (p»(x) , 

e infine la funzione implicita della x definita da un'equazione arbitraria f(Xf y)=0. 

VII. Sur le developpement dea fonctions implidtes en sèrie (Journal de Liou- 
ville, 1881). 

Vili. Sur le developpement dee fonctions implicitea (Journal de Liouville , 
1889) — Nella prima di queste due note si dimostra una formola che serve a 
sviluppare in serie, ordinata secondo le potenze di Xj una funzione definita dalle 
equazioni : 



Uz=f{z) , 2J = « + X 9,(2?) + X^9g(2) + . . . + a*9fc(^) , 

generalizzando in tal modo la nota formola di Lagrange. 

Nella seconda, si determina quale valore di u deve essere considerato come 
rappresentato dalla serie che definisce lo sviluppo trovato, e si determinano le 
condizioni di convergenza di questa serie. 

IX. Sur le developpement dee fonctions doublement périodiques de seconde 
eifpèce en sèrie trigonométrique (Giornale di Creile, 1903) — Applicando la teoria 
dei residui, V Autore estende uno sviluppo ottenuto in un caso particolare da 
Briot e Bouquet nella loro opera Théorie des fonctions elliptiques. 

X. Apontamentos biographlcos sobre Daniel Augusto da Silva (Boletim 
da Direc9ao Goral de Instruc^ao Publica — Lisboa, 1902). 

XI. Note sur V integration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre (Bulletin de la Société mathématique de Franco, 1881). 

L'equazione a derivate parziali del secondo ordine : 

Hr + 2K« + L« + M + N(r« - ««) = 

è trasformabile in un'equazione lineare quando se ne conosce un integrale par- 
ticolare con tre costanti arbitrarie ; e quest'equazione si semplifica considerevol- 
mente quando questo integrale soddisfa a uno o a due sistemi di equazioni della 
caratteHstica^ ai quali Monge od Ampère ridussero il problema dell'integra- 
zione dell'equazione precedente. L'Autore dimostra che si ottengono i medesimi 
risultati ai quali conduce la teoria di A m p è r e, con delle considerazioni dirette. 

XIL Diversos artigos sobre geometria analytica 2?Zana— Contiene le seguenti 
dieci note : Sur la courbe équipotentielle (Archiv der Mathematik und Physik , 
1902) —Sabre una curva notable (El Progreso Matematico, lS99)Sobre los focos 
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de las espiricas de Perseo (El Progreso Matematico, 1900)— Sobre una propriedad 
de lo8 focos de los ovalos de Cassini (Eevista trimestral de Mathemàticas , 
1901) — Sur la tétr acuspidale de Bellavitis (Mathésis, 1901)— iS'ar une prò- 
priété des ovales de Descartes (Mathésis, 1902) — Sur Venveloppe d'une droite 
de longueur donnée s* appuyant sur deux droites (latermédiaire des Mathémati- 
ciens, 1898) — Évaluation directe de Vaire de la développée de Vellipse (Intermè- 
diaire des Mathématiciens, 1900) — Sur la rectiflcation des courbes parallèles à 
une courbe donnée (Intermédiaire des Mathématiciens, 1900)'-Sur les foyers du 
limagon de Pascal (Intermédiaire des Mathématiciens, 1900). 

XIII. Sur la convergence des formules d' interpolation de La gr an g e ^ 
Gauss etc. (Giornale di Creile, 1903) — Quando sono noti i valori che una fun- 
zione f{x) prende per i valori aj , a, , . . . , a,^ di ac, la formola d'interpolazione 
di Lagrange serve a costruire una funzione intera di x che abbia questi me- 
desimi valori nei punti a^ , a^ , . . . , a„. — Nella prima parte della memoria , 
l'Autore studia le condizioni perchè questa funzione tenda verso /\xì quando m 
aumenta indefinitamente. — Nella seconda parte sono studiato le formolo d' in- 
terpolazione trigonometriche, e specialmente una formola di Gauss e un'altra 
di H e r m i t e. 

Si considerano in particolare le funzioni periodiche, supponendo dapprima 
che Aj ; aj ; . . . 7 a^ siano numeri reali arbitrari, e poscia che essi siano radici 
dell'equazione cos(7?a;) = 0, o sen(f?j?) = 0. 

XIV. Diversos artigos sobre Analyse inflnitesimal -Contiene le seguenti sei 
note: Extension d'un théorème de Jacobi (Extrait d'une lettre adressée à M. 
L e r e h — Monatshefte ftlr Mathematik und Physik, 1890) — Sur la determina- 
tion de la partie algébrique de l'intégrale des fonctions rationelles (Rendiconti 

della R. Accademia dei Lincei, 1885) — iSar l'intégrale e"* •f(x)dx (Rendiconti 

della R. Accademia dei Lincei, 1885)— jSwr le développement de x* en sèrie or- 
donnée suivant les puissance du sinus de la variable (N. Annales de Mathéma- 
tiques, 1S9Q) — Démonstration d'une formule de Waring (N. Annales de Ma- 

thématiques, 1888) — Sur Vintégrale I cot(x — a)dx (N. Annales de Mathéma- 

tiqnes, 1889). 

Parma, aprile 1904. 
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SULLE SEZIONI PRINCIPALI DEGLI ELLISSOIDI D'INERZIA 
BELATITI A PUNTI DI UN ASSE PRINCIPALE CENTRALE D'INERZIA 

NOTA 

DI 

CESARE SPELTA 

{Continuazione e fine v, voi. XLII, pag, 81). 



CAPITOLO II. 

13. Riferiamo, come già venne detto, le ellissi S, , ^^ ad una coppia di assi 
Xf y coincidenti coi loro assi ; inoltre sa x siano situati i loro assi maggiori, sa 
y i loro assi minori. Indichiamo con P, , Pj due punti appartenenti rispettiva- 
mente a £| , §2 7 Affatto comunque purché aventi la stessa x*. 

Sapponendo, qui ed avanti, 0, (centro di $,) più vicino al baricentro che 0, 
(centro di 5j)i avremo in valore assoluto, a motivo della (12), 

ossia, chiamando S, , S^ le rispettive sotto-normali di §, , ^^ nei punti P| , P2 > 

S, < S,. 

Adunque : Nelle ellissi §f , §2 9 • • • ? P^^ punti aventi la stessa ascissa^ la 
sotto-normale cresce man mano ci scostiamo dal baricentro. 



14. Siano 
(49) 
le equazioni di §, ; siano 
(50) 



( se, = a|COSf , 
f 3/i = &,8en«, 

( x^ = a^cosf) 
( yj^òjsenij 



le equazioni di S^* designando con 2, , l^ due semi-diametri rispettivamente di 
§1 } Ss > ugualmente inclinati sull'asse x\ inoltre indicando rispettivamente con 
^1 7 ^1 y ^t I !/t ^^ coordinate degli estremi di li , If g con co il comune angolo 
d'inclinazione di li ,1^, avremo 

(51) S" = ? = **°«^^- 
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Di più dalle (49); (50) ricavasi 



— = — tanffc- 



Vi ^1 

~ = — ÌSiTìgU. 



Ed a motivo delle (51) : 



(52) -^ tangf, = ~ tang^f 



a^ ch 



Ma, in virtù della (12) : 



— < — ; 



epperò dalla (52) deduciamo 



tanghi > tanghi. 



Quindi : Nelle dette ellissi ^, ^ ^| , . . . {in corrispondenza di uno stesso an- 
golo d'inclinazione io) Vangolo eccentrico diminuisce man mano ci allontaniamo 
dal baricentro. 

15. Inoltre dalla (12) si deduce 



ed a fortiori 



< 

6. 


> 








> 


«1» 


• 

1 



cioè, indicando con R| , Rj i raggi di curvatura di \^ ^ ^^ negli estremi dei loro 
assi minori, 

R| > R|. 

Si osservi inoltre che R, è il massimo raggio di curvatura che si ha in ^, ; 
cosi dicasi di Rj per ^^. 

Adunque : Nelle menzionate ellissi il massimo raggio di curvatura decresce 
man mano ci allontaniamo dal baricentro. 

16. Si chiamino Rf ^ Ri i rispettivi raggi di curvatura di ^| , S, in 2 punti 
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qaalunqae Pi(X| ; y^) e PaCo?, j t/t)» Si ha notoriamente 



(a,*8en*<4 + ò^'cos*^,)* 



8 



Itjss -— ; 



epperò, tenuto calcolo della (13) : 



(53) ?ifl =s /«l'sen^f, + fe^-cos'eA »" 



Sapponiamo che *| , t^ nelle (49); (50) rappresentino il tempo. Allora le (49), 
(50) , stesse si possono interpretare come le equazioni di 2 moti ellittici : uno 
di P, su 5, , l'altro di P^ su 5,. 

Chiamando v^ la velocità di P, all' istante U, e v^ la velocità di P, all' i- 
stante t^ , evidentemente la (53) equivale alla relazione : 



(54) 









Per la posizione P', occupata dal mobile P| ad un altro istante t\ y si a- 
vrebbe analogamente 

essendo R', il raggio di curvatura di Si in P'i » e v\ la velocità da cui è ani- 
mato il mobile P, all'istante t\. 
Dalle (54), (55) ricaviamo 



(56) 



Ri 



\ t^', / R\ 



Chiaramente la curva odografa del moto di un punto lungo 5i secondo la 
detta legge X| = a|Cos* coincide con 5| stessa. Sicché indicando con l^ , Z'^ i 
semi-diametri di 5i rispettivamente coniugati di O^P, , 0,P', ; si avrà v, = Z, , 
v'i = l\ ; epperò la (56) equivale alla 



(57) 
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Nell'ellisse ^^ conduciamo i semi-diametri l^ , l\ rispettivamente paralleli ad 
{, , l\. Siano O^Ps , 0|P'f i semi-diametri di ^^ rispettivamente coniugati di l^ , l\. 
Indichiamo con v^ , v\ le velocità che ha in P^ , P'2 un panto mobile lungo ^^ 
secondo la legge x^ = a^cos^ ; e siano R^ j R\ i raggi di curvatura di ^^ nei punti 
Pi ; P). Si avrà analogamente alla (57) : 



\v'J E', ' 



ossia 

Ma; in forza della (12), se Z, è maggiore di l\ , e per conseguenza se Z^ è 
maggiore di V^ , si ha (supponendo sempre O4 più vicino che O2 al baricentro) 

(59) .^>^; 

opperò dalle (57), (58); (59) deduciamo 

Neiripotesi di t^ = ti, dalla (53) ricaviamo inoltre 

Pertanto : Nelle Sf > Si 9 • • • H prodotto delV eccentricità pel raggio di curva- 
tura, in punti a cui corrisponde uno atesso angolo eccentrico, diminuisce man 
mano ci allontaniamo dal baricentro, 

17. Facciamo nuovamente Tipotesi di t^ = t^ = U Si avrà dalla (53) : 

8 

R, e. /a,«sen*< + èj^cos'^'^ , „ . . 

Troviamo i valori di t che rendono massimo o minimo H. A tal fine, appli- 
cheremo alla (60) la solita regola del Calcolo Differenziale. Intanto si vede che 
airequazione 

dt 
si soddisfa sia assumendo ^ = 0; come ^ = q- Calcolando la derivata seconda di 
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H e facendo in essa ^ = 0, si trova che il segno del risultato che cosi si ottiene 
è ngaale al segno di 

(61) * * * * 



6,* b, 



t 



Tale segno non potrà essere negativo, come pure non potrà essere nulla la 
differenza (61), giacché allora 

relazioni assurde avendo presente la (14) e la disuguaglianza 

Deduciamo che, in coiTispondenza di < = 0, H è minimo. Si potrebbe sen- 
z' altro di qui ricavare che a ^ = ^ corrisponde il massimo valore di H ; ma si 
può procedere analogamente a quanto sopra. 

Ponendo nella derivata seconda di H, in luogo di t, il valore ^ , si trova 
che il segno del risultato coincide col segno di 

(62) -^-rP- - ^m^ • 



a.* a 



1 



Questo segno non potrà essere positivo, come anche la differenza (62) non 
può essere nulla, poiché allora 

relazioni che non possono stare a motivo della (14) e della 

Si noti inoltre che, in corrispondenza di t^=^t^ = 0, si ottengono gli estremi 

degli assi maggiori ; ed a ^f = ^^ = -- corrispondono le estremità degli assi minori. 

Adunque: Il rapporto di due raggi di curvatura, rispettivamente delle ellissi 
k% } itt ^ minimo negli estremi dei grandi assi ed è massimo nelle estremità dei 
piccoli assù 
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18. Indichiamo ora con A, , B, (A, > B^) i semi-assi dell'evoluta dell' ellisse 
5i ; con A, , B, (A, > B,) i semi-assi dell'evoluta dell'ellisse S,. Siccome si ha, al 
solito, 

6, a, 

A --?^ B -ÌL^ 

e di più sussiste la (14); potremo scrivere 



(63) 



Di qui ricavasi 



A| _ M^a, B, _ ti|6| 
A, Wja, ' B, t/jò, ' 



pertanto : I grandi (piccoli) assi delle evolute di ^^ , ^^ , , . . stanno fra loro come 
le aree di ^1,^29... rispettivamente moltiplicate per i grandi (piccoli) assi di 

5i 7 §t > • • • • 

Dalle (63) si ottiene eziandio 



laonde 



Al» + B,« = i: a.» V(V + &2*) ; 



H, _ t^i^i 

indicando con 7i| , /ij le corde unenti due vertici consecutivi rispettivamente nelle 
ellissi 5« j 5t ; con H, , Hj le corde unenti due vertici consecutivi rispettivamente 
nelle evolute di g| , i^. 

Cioè : Le corde unenti due vertici consecutivi nelle evolute di Si , 5» , . . . . 
stanno fra loro come le aree di S, , E^ ^ . . . , rispettivamente moltiplicate per le 
corde congiungenti due vertici consecutivi t^ S| , S^ ) • • • • 

Inoltre dalle (63) deducesi 



A^, _ /w^\ s 
A1B2 \uj ' 
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essendo u, , u, le aree delle ellissi S, , ^j. Ma notoriamente, indicando con U, , 
Ut le aree delle evolute di ^^ ,it, si ha 



A,B, U, . 



adanqae 



'"> r:-©' 



Ossia : Le aree delle evolute delle ellissi (, ; ^2 > • • • stanno fra loro come i 
cuòi delle aree delle ellissi stesse. 

19. Analogamente a quanto si usa per l'ellisse, chiameremo eccentricità del- 



revoluta di un'ellisse il radicale VA' — B', essendo A, B (A > B) i semi-assi del- 
l' evoluta stessa. Indicheremo inoltre con £f ^ E^ le rispettive eccentricitt'i dello 
evolute di 5, , f,. 

Allora dalle (63) ricavasi 

= -j a^b^e^ 
_ 1 ^ 



Coslcchò 



Ej ^1*162 



ed in forza della (13): 






ossia : Le eccentricità delle evolute delle ellissi Si ^ Ss 1 • • • stanno fra loro come 
i quadrati delle eccentricità delle ellissi stesse. 
Dì più, a motivo della (64) : 



1 = f HiV . 

i. UT,; ' 



quindi : Nelle evolute di t, , §, » • • • '^ eccentricità stanno fra loro come le aree 

2 

elevate a - • 
o 
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20. Indichiamo con P,(a:| , y,) nn punto qualunque di g| e con X| , Y^ lo 
coordinate del corrispondente centro di curvatura ; con Pj(^2 , y^) ^^ punto qual- 
siasi di ^2 ^ ^0^ ^t } ^1 1^ coordinate del corrispondente centro di curvatura. 
Di più, chiamiamo f| , t^ gli angoli eccentrici rispettivamente corrispondenti a 
P| > Pa J ^ì ì ^t 1® rispettive eccentricità di f , , g,» 

A motivo che notoriamente 

_ e^*C08% _ «l'sen'e, 

formolo analoghe sussistendo per X, , Y^ ed in forza della (14), potremo scrivere 

X| = — a,6|*cos'<, , Y| = — j- a,'6,8en'Ì4 
(65) 

X^ = — a^b^^cos\ , Yj = - — aj«6jsen»e,. 

Dalle (49), (50), (65) si deduce 



X Y 1 

— ^ ^ = ~r («i*8®n*^, 4- 6,*cos"^) ; 



^1 y« f 

■ 

e di qui, indicando con B, il raggio di curvatura di S| nel punto P, : 



va;. yJ p» ' • * 



Similmente 



V a-i yi / P» ^ * * 



Pertanto, tenuto calcolo della (13) : 



r--^T 



R e 
Compare così nuovamente, come già al N. 16, il rapporto ^^ 

Rje, 
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Inoltre dalle (65) : 

(66) — ^* = / ^.«Men^^os^^ y ^ 

Xj Yj \ «,6, seni, cose, / ' 

ossia (valendoci delle (49), (50)) 

Cosicché, per t^ , t^ egaali oppure complementari fra loro, ed indicando con 
u, , «/« le rispettive aree di S| , E, , dalla (66) ricavasi 



(68) 1'^' 



ìli = ("^y 



Si può anche osservare che, designando con C, , Cj i rispettivi centri di 
curvatura di l, , ^j in punti a cai corrisponde uno stesso angolo eccentrico , e 
sapponendo 0^ più distante che 0, dal baricentro, deducesi dalle (65) : 

X,» + Y,« > X»* + Y,* 

O^C, > OjC,. 

Neir ipotesi di f i = ^t , oppure di ^ = -^ — ^t , e poggiandosi sulle (64), (67), 
(68), si sarebbe tentati di stabilire le relazioni 

a?,yj u^ X,Y, U, 

Ma è da avvertire cbe, sempre coir ipotesi fatta, le (69) non sono speciali 
alle ?, , Ej ed alle loro evolute ; bensì valgono (come è facile verificare) per due 
ellissi qualisivogliano e per le loro evolute. 

Postscriptum, 

Siano ancora 0, , O2 due punti qualunque di un asse principale centrale di 
inerzia «, come pure rimangano ferme le altre notazioni precedenti. Neil' ellis- 
soide d'inerzia relativo ad 0, si considerino le rimanenti due sezioni principali, 
oltre alla E,. Indichiamo con u', , t^", le loro aree, e sia 

u\ > m'V 
Similmente, neirellissoide d'inerzia di centro 0| si considerino le altre due 
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sezioni prìncìpalì; oltre alla ^^. Chiamiamo v\ , u^\ le loro aree, e sia 

u\ > u'\. 

A motivo che due assi rispettivamente appartenenti a tali dae ellissoidi giac- 
ciono sulla 8 e sono eguali fra loro ; siccome inoltre in ^^ , (^ ^^^^ paralleli fra 
loro a^ , a^f e paralleli fra loro &« , 6, , chiaramente risulterà 






u\ a. ' w". h 



Dimodoché; in forza delle (15), sussisteranno le relazioni 



r «^onry/^ «j'Z 



xh\ tang9, u'\ seno, 
u\ tang^, ' u^\ sen^j 

Possiamo dunque nel modo seguente completare il secondo dei teoremi e- 
nunciati al N. 7 : Negli ellissoidi d'inerzia relativi a punti qualunque di un asse 
principale centrale dHnerzia s, le aree delle sezioni principali normali ad s stanno 
fra loro come i prodotti del seno per la tangente dell'angolo di appiattimento di 
tali sezioni. In quanto alle aree delle altre sezioni principali (contenenti s) , le 
aree dèlie sezioni maggiori stanno fra loro come le tangenti^ e le aree delle se- 
zioni minori come i seni degli angoli di appiattimento delle anzi dette sezioni 
principali normali ad s. 
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SULU EQUILIBRIO ELASTICO DI UNA LASTRA INDEFINITA 



NOTA 



DEL 



Dott. LUCIANO ORLANDO 



In una precedente nota (*) io dava la dilatazione cubica, in un punto arbi- 
trario d'una lastra, elastica, omogenea, isotropa, relativamente a una deforma- 
zione elastica, della quale erano dato sulla superficie le componenti tangenziali 
degli spostamenti e quelle normali delle trazioni; e poi ancora risolveva lo stesso 
problema quando i dati superficiali erano le componenti tangenziali delle tra- 
zioni e normali degli spostamenti. Qui richiameremo brevemente quel lavoro, ne 
colmeremo una lacuna, facendo un attento esame di alcune funzioni che ivi en- 
trano nelle formule risolutive; poi proporremo un modo diverso di trattare il pro- 
blema; e mostreremo che, nel caso nel quale si diano in superficie le componenti 
di trazione, la difficoltà di ricercare la dilazione cubica è notevolmente ridotta, 
per un' osservazione che faremo. Supporremo nulle le forze di massa agenti sui 
punti del corpo, e ciò, come è noto, non altera la generalità del problema. 

1. I piani limiti della lastra siano o^ o g^ì ^^ rispettive equazioni z=h ^ z^^ — h. 
Denoti r la distanza di un polo A, , di coordinate x^ , j/i , z^ interno allo spa- 
zio S occupato dalla lastra, da un punto generico A, di coordinate x , y , z , ap- 
partenente al medesimo spazio. Sia ora ói^ il punto simmetrico di A^ rispetto a 
0] , sia a, il simmetrico di a^ rispetto a a^ , sia or, il simmetrico di a, rispetto a 
c^ , . • . ; e, invertendo l'ufficio dei due piani G^ e Og) ^i ricavino ancora da Aj 
i punti a\ , a'g 9 a's 9 * * * I^^noti inoltre r^ la distanza di A da a^ , ed r'^ la di- 
stanza di A da a\. 



(}) V. una mia nota sulla deformazione d'un triedro e d'una lastra, inserita nel 
fascicolo Novembre-Dicembre 1903 dei Rendiconti del Circolo matematico di Paler- 
mo^ e relativa citazione bibliografica. 
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La faDzione 

_JL 1111111, 

n *• 1 ^'2 *•« '•a ♦•'s ^4 ^4 

è ]a fanziose di G r e e n , di primo grado: essa è regolare quando A assume una 
posizione arbitraria in S, verifica l'equazione di Laplace 

a«Gi a«Gi a«G, ^ 

e diventa uguale a - quando il punto A capita sopra uno dei due piani Cj , Cj. 
Quest'altra funzione 

verifica, come G^ , V equazione di Laplace, e in ogni punto A di S si com- 
porta regolarmente; verifica poi Tequazione superficiale 

dOt _ r 
dn^ dn * 

dove n rappresenta la direzione della normale (che supporremo rivolta verso l'in- 
terno di S;. 

Noi vogliamo qui vedere come si comportino G^ e G, quando il punto A, 
rimanendo nel campo S , si allontani infinitamente da A^. È chiaro che G^ , la 
quale è positiva ed è compresa fra le due grandezze 






ri r\ r^ r'/ 



tende in tal caso a zero come -. Un po' meno facile è vedere come si comporta 

T 

G. Anzitutto è certo che diventa infinita, perchè, se assumiamo i primi 2n ter- 
mini di G (quelli nei quali figurano ^i , r'^ , . . . , r„ , r'^) , la loro somma tende 
per r = 00 (cioè quando A si allontana infinitamente da A^) a un numero supe- 
riore a -- log il, come è noto per l'algebra. Dunque si ha subito un modo di sce- 
h 

gliere un numero N tale che, per r ed n più grandi di N, la somma dei primi 
2n termini superi un numero prefisso M« 

Per esaminare, dunque, il modo nel quale G diventa infinita, osserviamo che 
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G ò la somma di dae serie assolatamente convergenti; le qaali sono fra di loro 
perfettamente analoghe circa la presente questione. Fissandoci, perciò, sopra una 

sola, e prescindendo da un termine che per r = oo(ri=oo) tende a —, conside- 

riamo Tespressione 

00 , , . . co 



^ \2nh rJ Li ^ 



Immaginiamoci una sfera di centro A^ e di raggio 2h. Quando A varia nello 
spazio comune a questa sfera e ad S, la funzione G resta finita. Vediamo in- 
vece che cosa avviene quando A , fuori delia sfera e dentro la lastra, si allon- 
tana air infinito. 

La dlfiPerenza che figura come numeratore noli' ultima espressione misura la 
differenza fra due lati d'un triangolo, del quale il terzo lato è minore di 2r (an- 
che questo è molto facile a vedersi), dunque, se diciamo s^ la serio dei moduli 
dei termini di «, avremo 



00 

r 

Si 






n-2 ^^^n 



Se p è una quantità positiva, avremo inoltre 

perchè r^ è maggiore di nh , che è minore di 2nh - 2h , minimo di r^. Se ag- 
giungiamo l'ipotesi che sia jp < 1 , avremo inoltre 



00 co 



^2 «'^^n ^ Ì=J {nhrW' 

Ora r^4-2nÀ è visibilmente maggiore di r, dunque 3r„ è maggiore di r. E 
avremo 

00 „ 00 






Li' ultima espressione è una serie convergente^ e rimane dimostrato che, comun- 
que 11 numero positivo p sia piccolo, la funzione ~ non assume, quando A s'al- 
lontana air infinito^ «valore infinito. 
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Ora vedremo come si comportano Je derivate. Le prime derivate dei ter- 
mini — , — , — ....ledè inutile considerare anche -r » -r > -7- > • • • ) > i**- 
r, rj r^ \ r\ r, r'3 / 

spetto Si X j y , 2 , sono 

"" A. 8 ' "^ ^ 8 ' "" -, 8 f • • • • • • 

^1 ^8 «8 

y-Vi y-Vi y-vi 



M ^« ^8 



Se chiamiamo rispettivamente b„ ^ Sy ^ s^ le serie formate coi modali di questi 
termini , avremo che ff^^ Syy s^ saranno tre serie convergenti , perchè , prescin- 
dendo da un coseno, si può dire che il termine di posto n ha la forma — -i j e, 



^n 



tranne^che per il primo termine, vale per ognuno la relazione 

1 1 

anzi abbiamo, di più, che se s' ò una serie convergente, della quale il termine 
di posto generico n è dato da ^^^ , ferme rimanendo circa p le precedenti 
ipotesi, noi possiamo dire 

8' 8' «' 

Avremo, dunque, che «« , «y , 8^ diventano infinitesime d' ordine non inferiore a 
1 — p , comunque sia piccolo il numero positivo p. 

È facile vedere che la serie dei moduli delle m™' derivate diventa infinite- 
sima d'ordine non inferiore a m - p. 

Ora noi poniamo 



P = j„(l-Q)d<,,-/«(^-G)d«,, 
R = /«,(Ì-g) da,- jto(l -g) do, , 
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X = JlQ-g) do, 

^ = JM(^-G)do, 

e intendiamo che le integrazioni siano fatte in dxdy e rispettivamente estese a 
Oj j 0| ed all' insieme a di Oj , o^ ; e che inoltre le componenti u ^v ^w di sposta- 
mento ed L , M , N di trazione in una deformazione elastica siano tali che le 
espressioni ora scritte abbiano valori finiti e determinati, salve poi anche le re- 
lazioni che^ per Tequilibrio, intercederanno fra u , t; , k; , L , M ; N. 

Ciò posto, se denota k la densità costante del mezzo, se fi e a> rappresen- 
tano le velocità di propagazione nel mezzo delle onde longitudinali e trasver- 
sali rispettivamente, noi esprimiamo la dilatazione cubica 6 (Xi , y^ , z^) della 
particella che intornia al punto Aj con una delle due seguenti formule 

le quali danno rispettivamente Q{x^ , y^^ , z^) in funzione delle componenti su- 
perficiali «<,v,NedL,M,t(7,e valgono quando le forze di massa si riten- 
gono nulle. 

Per adoperare queste formule, bisogna anzitutto esaminare se le grandezze 
che ivi sono rappresentate abbiano valori determinati e finiti. Noi mostreremo 
invece un altro metodo, nel quale l'analoga ricerca è in generale più facile. 

Ma prima sarà utile osservare che, posto 

ox^ vy^ oz^ cx^ cyi oz^ 

sommando le due precedenti formule, si ottiene 

SV W 

8ita*e(xi,yi,Zi) = 2u»^ + y. 

Basterebbe saper determinare in funzione di W per ricavare un' espressione 

9V 
di 6 in funzione di — , e viceversa. Nel caso limite del suolo isotropo ciò si 

dz^ 

fa in modo semplicissimo. 
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2. SianO; in superficie, note le componenti u ^ v yN , cioè quelle tangenziali 
di spostamento e normali di trazione. É noto che si ha in superficie 

aspetto particolare d'una formula canonica^ che vale in ogni punto. Osservando 
che è 

^ _ die dv ctv 
dx dy dz * 



SI ricava 






du dv\ 
dx cy) 



Sommando primo e secondo membro colla quantità 

du dv 

dx dy ' 

la quale è, in superficie, nota, si ha in A, quando A capita in superficie, 

^, , N d2 2M^/du dv\ 

Ora la soluzione del problema di D i r i e h 1 e t ci fa conoscere 6 in A^ , giac- 
ché si conosce 6 nei punti A del contorno. 

Il metodo può estendersi facilmente a un parallelepipedo rettangolo , sulle 
sei facce rettangolari del quale riterremo note le componenti tangenziali dello 
spostamento e quelle normali della trazione. Se i piani limiti sono a^ , Gj^ , c^i y 
0,2 7 <^3i I ^S2 » ^^ rispettive equazioni ac = A^ , a? = — Ti, y y = h^ y y = — h^ y z := ?i^ y 
2 = — Aj, e si conoscono L, v , w sopra r^ , cjjg, poi u ,M y io sopra o^^ ,^221 ® 
poi w , t? , N sugli altri due piani Og^ , O32 , avremo sopra a,i , 0,^ 

due equazioni analoghe sulle due altro coppie di piani. Segue che vale sopra 
C]j y 0|| Tequazione 

du —ir dx , „ o /dv dw\1 

e sopra le due altre coppie di piani si hanno due equazioni analoghe. Sommando 
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questa col valore noto che 

dv dm 

\. — 

dy dz 
assume nei punti di 9^] , a^, } ricaviamo 

valida per i punti di a|, , g,^ , e, in modo assolutamente analogo troviamo que- 
ste due altre formule 

M df, 2M^/du cw\ 

^, , N d« 2iù^ /du dv\ 

kù* dn Q^ ^ dx cy ' 

rispettivamente valide sulle coppie di piani q^^ , o^g e 03^ , Cj^. Nota al contorno la 
funzione armonica 6^ la soluzione del problema di D i r 1 e h 1 e t darà 6(a;^ , y^ , z^ 
in un punto A^ intemo. Poi giungeremo subito alle formule finali. 

Siano ora sui piani limiti c^ e a^ della lastra note le componenti L , M , u;; 
cioè le componenti tangenziali di trazione e normali di spostamento. Noi mostre- 
rò 
remo che è facile ricavare -— in ogni punto di Go. Salvo un mutamento di se- 
art 

^0 le stesse idee valgono per g^. Abbiamo su n^ 

L = -/:ioM— + ^) , M= -ArioM -- 4- - ) , 
^tx OZ' \qìi cz / 



come è noto. Ne segue 






dx vy \oz / vz 



2 



Ma la terza equazione d' equilibriO| valida in superficie come in ogni altro punto, 
cioè l'equazione 

Ix'w = — 

a«-w* dz 

fornisce 

dho _ (0* t®. _ ^ ^ 

■^ "■ " tì«^ IO» dz'"d^~dy'^ ' 
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d^w dQ dQ 

Eliminando -t-t bì ottiene un' equazione di primo grado in -r— o — , onde si 

dz^ dz dn 

trae 

dz ^^ a» Ikio* \dx^ dyj ^ \da^^ dy*)\ ' 

valida sopra o^. Se vogliamo scrivere un' equazione valida su o^ e o^ , scri- 
veremo 

de _ _ Q^-fa)» I j_ /aL £M\ /^ a»w\ì 

dn" fl« (ki^^Kdx^ dy /^ \dx*'^dp)\' 

Per il parallelepipedo si procede in modo analogo. Se sono conosciute le 
t* , M , N sopra o^^ , o^g , poi L , v , N sopra 0,^ , a^g , poi L , M ^ u; sopra Oj^ , O32 , 
osserviamo che sopra c^ , Oj, valgono le formule 

dw ^cx by' ' dn V^ac a« / ' 

e che si ha y in ogni punto del corpo e della superficie , 1' equazione d' equi- 
librio 

d^u d^u d^u _ 0» - (»)« a /au £1; att?\ 

ax* a^* a^* "" io* dx \dx dy cz J ' 

d dv d dv a aw 
Ma le grandezze ^-r- = 7r-:r- e^— ^r— si ricavano subito dalle relazioni prece- 
tta; dy dy ox dz dx 

denti, dunque 1' unica incognita è ^-^ , impegnata linearmente nell' ultima equa- 

c6 

zione: risolvendola, troviamo l'u e — sopra 0.^ , 0|g. Due equazioni analoghe for- 

dx 

niscono r- e -- sulle rispettive coppie Cgj ? Ogj , e a^^ , Oj, , dunque è in super- 
oy V z 

dQ 
ficie nota la funzione -—-. Dalla soluzione di un problema dì Dirichlet risul- 

dn 

terà (a meno d'una costante) 9 in un punto interno arbitrario, poi subito risul- 
teranno A«i* , A*i; , l^w. Sul contorno sono poi note u , v , w in alcuni pezzi 

du do dw 
e ---,-—,--- in altri , dunque il problema è ridotto a una particolare integra- 
dn du dn ? -i r r 

zione della 1^ La continuità delle funzioni in esame leverà il dubbio che può 
sorgere relativamente agli spigoli. 

3. Si conoscano ora sui piani limiti a^ e a, della lastra le componenti L , M , N 
di trazione. £ noto che si ha 

dh aM aN ^ 
dx dy dz ' 
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dN 
dunque è noto In superficie N e -— . Ora supponiamo che sappia determinarsi, 

dn 

con queste due condizioni , la funzione biarmonica N in ogni punto interno ('): 
ayremo anche 1*N in ogni punto interno e poi, come è facile vedere, ricavere- 
mo A'uT e 6 in ogni punto. Il problema delia deformazione è , in questo caso, 

d(D 
ridotto alla determinazione d'una funzione biarmonica 9 quando sia dato 9 e — - 

al contomo. 

Boma, marzo 1904. 



(^) Basterebbe saper determinare per la lastra una funzione regolare colle sue 
derivate nelF interno del campo e tale che al contorno diventasse uguale a r , e 

che la sua derivata secondo la normale diventasse uguale a -r-. Non mi risulta che 

un 

tale funzione sia stata determinata; ma credo che sia molto meno difficile cercare 

questa funzione piuttosto che tentare di giungere alla determinazione di 6(X| , yi , Zj) 

per una -via più diretta, date le componenti L , M ^ N sul contorno. 
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SOPRA ALCUNE RELAZIONI IDENTICHE TRA SPECIALI COVARIANTI 



NOTA 



DI 



ORESTE CHIOMIO 



I covarianti dei quali mi occnpo in questa nota e che chiamo covarianti S, 
sono quelli del tipo 



essendo ; 



Sfc = (aò . . . Ifa^ 1 b^ ^ . . . /^ » 






n forme fondamentali ennarie. Questi covarianti non sono altro che l'estensione 
al campo ennario di quei covarianti che nel campo binario si denominano spin- 
te ; usando perciò una notazione analoga a quella adottata per le spinte, pongo: 

(f, , A /-„)* = (a6 .. . 0*a„"»i-^O"* . • . C*""* 

Nella presente nota dimostro alcune relazioni che esistono tra questi cova- 
rianti, incominciando dal campo binario^ dove generalizzo alcune relazioni note, 
ed estendendo poi i risultati a campi di specie qualsiasi. 



I. 



1. Siano nel campo binario : 
2n forme fondamentali, e consideriamo il determinante : 



Bjn = 



(a«)' {a^Y . (àky 
{bay (6p)- . {b\r 



day (i^y . (iky 



)( 249 )( 
Esso 8i scompone nel prodotto di dne matrici ; difattl : 



(1) 



X 



D t*") = 



a/ ai'''^a^ , a^a^^'^ a^ 



1 



K W^h • ^V"* K 









come risulta eseguendo il prodotto delie due matrici per orizzontali, E poiché 
le due matrici hanno n orizzontali ed r + 1 verticali, per r+ 1 < n sarà D^^'"J=0. 
Da questa identitli| completando i simboli, si hanno le altre due identità: 



(2) 



VI 9 /«+i) (/ 1 7 / «w • (A } fan) 
f/a > /n+l) (A ? /n+«) • (A 9 A«) 



Vn ; /n+l) (/« > /»+2) • (Al 7 fi,.) 



= 0, 



{f,yfiYifi7r,r . (A,rnr 



{fn^flY ifn.Uf • (/H,rnr 



^0 



(r < n — 1) 

delle quali la seconda risulta dalla prima facendo f^ = f^^^ (t = 1, 2, ... , n). 

Nel caso particolare in cui sia n = 4, potendo essere r == 1, 2, dalla seconda 
delle (2) si hanno due relazioni, una tra le prìme spinte e l'altra tra le seconde 
spinte di quattro forme fondamentali, e delle quali relazioni la seconda è già 
nota (*). 

Quando r è dispari, il determinante della seconda delle (2) è emisimmetrico 
e quindi se anche n è dispari è evidente che deve essere nullo, poiché è noto 
che ogni determinante emisimmetrico di ordine dispari è nullo. 



(^) Capelli — Lezioni sulla teoria delle forme algebriche, pag. 295> 
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2. Consideriamo ora rultro determinante: 



Si ha : 






{bar (6pr . (b\r b/ 



(to)' (z?r 



I «»' ?/ . 



(ix)" V 



X/ 



(8) A^M=(-1)' 





«l" 




<^r^<h 


. a,V-i 


V 


»• 


ftr 




br% 


. 6,v-* 


V 




«.'■ 




ir\ 


Z 7 '^l 


V 




(-irar," 


(- 


-irv- 


•Cj • ^"«Co'^^i 


«/ 



X 



X 



«.'• - 



p," 






aà" 



r(x/'% 






-rV-^X, . (-l)'-(^Ii) Vt*-^ (-l)'(r)^i' 



raji''~'a!, 



(r-l) ^i^t^^ 



{>• 



come risnlta esegaendo il prodotto delle dne matrici per orizzontali. E poiché 
le due matrici hanno r + 1 verticali ed n + 1 orizzontali, per r + 1 < n + 1 sarà 
A^<n = 0. Da quest'identità, completando i simboli, risulta ; 



ifl ì /n+l) ifl 9 fn^V • (A ì fin) A 



(4) 



vA ; /n+i) (/a > /»+2) 


• (fi 1 fin) A 


(/n > fn-^lY (fn ì fn^tf 
in-t-i fn+2 


• ifnyfsn) fn 

• Un 



=0, 



(A , Af (/;, /',)'■ . {fi^fnfU 



{fn,fir (fn,f,r . (/'„/«)•■/'„ 



A 



A 



A. 



=0. 



(»"<*») 
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Dalla Beconda di queste identità, per n = 3 ed r=s2) si pttiene una nota re- 
lazione fra tre forme e le loro seconde spinte (}), 

3. Facciamo nella (1) r = n * 1, notando che dal noto determinante di V a n- 
dermonde si ha: 



Oi**-! «1**"*»^ 



òj*-* 0^"*'% 



7 *»-l 7 »-2j 



a^a^*^"^ % 



6,6, 



n-a 



?,/, 



n-i 






— n^,&««« 



n-8 7 n-i 



dove Bi è posto per semplicità : 



^a,b'' i = iàb){ac) . . . (ai){(d)(bc) . . . iln){bl) . . . (il). 



Ponendo anche: 



p''={ì)'Q)'(^)"-{k)> 



dalla (1) risulta : 



D«<'*"*^=i>«-in«5...,n^iì...x. 



Quindi : 



(5) 



(A ) /m-i) vi I /n+a) • (fi ì ftni 

\ft f fn-^u \ft > /n-1-2) • \f% I /in) 



(/n I /«+l) v/n I /n+«) • v « > /«n) I 



^ THi-n+l , m^— n+1 



«x"*-« 






Facciamo ora r = n nella (3) notando che il primo determinante del 2° mem- 
bro è eguale a IT^^...^ dcfix ••• ^»* Completando anche i simboli risulta : 



^6) 



(A » 7n+l) (/l > /n+a) • (A > An) A 

(A » A»+i) (A 7 A»+2) • 'A j An) A 



(A» > A»+l) f/'n > fn^ft) • (A» > ftn^ fn 



Ai+1 



n-t-S 



2fft 







= (-l)>nna6.-«n^8-X 



m 



(^) Capelli, 1. e. pag. 295. 
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Dalle (5), (6) risalta : 



(/l I /n+l) *A 1 fn^V • (Aì 9 fin) A 

(/j I ^n+1 ) (A ) Z'n+j) • (A ? A») A 



(Al I / »+l) v n ; / n+a) ' vn » An) tn 



n4-i 



A+8 



Sii 



=(-1)"" 



n-i 



|7l-l 



(A > A+i)** (A ) ^n+2) • (A > A») 
(A ) A+i)** f A j A+«) " «(Al An) 



(f. , /"»+.)"-' if^Jn^r-' • ifn,Un'>f 



n-l 



In particolare, per n = 2 , dalla (6) risalta : 



(fi- fu" ifx'fù" fi 

ift'U)" (f>'fù" fi 



u 



fi 



= K^i y ftY ' (f» , fi)' - 



Che è la nota forinola ohe d& il prodotto di dae prime spinte in ftinzione di se- 
conde spinte (}) ; il qnale prodotto si può anche esprimere in funzione di prime 
spinte in virtù della (5) dalla quale si ha: 



(AA)' (TiA)' 
(r/s)' (AA)' 



= (^A)W4)^ 



II. 



1. Le relazioni (2) e (4) si possono facilmente estendere a campi di specie 
saperiore alla seconda. Considerando p. es. il campo ternario, siano : 



a(*) = a,^'i , a,('^ , a,^*) 



(i= 1, 2, ... , 371) 



Su serie ternarie di coefficienti. 



C) Capelli, 1. e. pag. 292, formola (9). 
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Consideriamo il determinanlo : 



^ — 










**»» 












Sv'ilnppando ogni determinante del terzo ordine secondo la prima verticale 
si ha : 



A- = 



ai<«Bi+a/i)B, +«3(1)33 . . . a,(^)B,-^a,^*')B,W)B, aJ'^^^W'^'^ 



o,^*>a5i+a2t%g+a8<*^a?3 . . . aiWa;i-,'-a2('*)£Cg+a3^'*)ar3 



'00 ^x 





essendo A^ , A^ , A3 ; B^ , B, , B3 ; . . . ; N^ ^ N^ , N3 i complementi algebrici di 
^1^^^ ì ^9^^^ 9 ^8^^^ ^^^ determinanti di terzo ordine che formano la prima colonna 

di ^^. 

Scindendo nel precedente determinante ogni verticale in verticali parziali, 
risalta che quando l'ordine n -f- 1 di A„ è maggiore di 4, una delle verticali par- 
ziali si ripete e quindi 1^ sarà identicamente nullo, e ciò indipendentemente 
dalla sua ultima verticale. 

Più in generale, considerando il determinante A^^''), ottenuto da A„ elevando 
ogni elemento alla potenza r*"*, è chiaro che A^^'') è nullo quando il suo ordine 
n + 1 è maggiore del numero dei termini della potenza r^^ di un trinomio au- 

2 )' 
Se quindi in relazione alle 3;i serie di simboli avanti considerate, conside- 

f T 4- 2 \ 
riamo 3n forme ternarie qualunque, sarà per n > ( ^ ) • 



f/l > fn+t f r%n^%) \f% ì fn^% > f%n^^) • \fn 7 /n+2 > ftn^%) / *i-*.2/«/i+2 



(1) 



\f\ ì fin ) fin) \f% ì fin ì fsn) • \fn ì fin ) fzn) finfzn 



h 



U 







= 0. 
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Un'altra specie di relazioni, tra soli covarianti 8, si ottiene considerando il 
determinante : 



(a(») , a'»*») , a(*»+«))'" (o^»» , at"** , a(»'»+*))'' . (aC*) , a»*»*») , a(«»+«)X 



Esso si annulla quando il suo ordine n è maggiore del numero dei termini 
della potenza r*^ di un trinomio. Quindi, pern>(^t j sarà: 



(2) 



U 1 ; / n+l ì fin+V \f% > /n+l > /2ii+l) • \fn 7 tH-¥ì > /a»+l) 
(/l ^ /rt+i I /in+2) (/ 2 ; /»*« > finiti • (/» * / n+2 ' f%n^%^ 



= 0. 



V 1 / /2» J /s») va » / «» f fsnf ' (/» I ftn ì fin) 



2. È chiaro ora come le due relazioni (1) e (2) bì possono facilmente esten- 
dere ad un campo di specie qualsiasi. 

Napoli, marzo 1904. 
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LE RULLETTE STORTE E L' APPLICABILITÀ DELLE RIGATE 



NOTA 



DI 



VITTORIO STRA2ZEPI 



LE BULLETTE STORTE 



L 



1. Teorema fondamentale. 

Sia data una carva storta (M) per mezzo delle sue equazioni intrinseche, in- 
dichiamone con p il raggio di flessione e con r il raggio di torsione nel punto 
M estremo dell'arco di lunghezza a contato a partire da un'origine arbitraria 0. 
Siano poi x ^y y z le tre funzioni di s che ci danno le coordinate di un punto 
rispetto al triedro fondamentale di (M) in M. 

Se è mobile con M si hanno le formole: 

Scc dx z 
de d$ ^ 

^^^ ds^ds r' 

tz ^dz X y 
de ds p r ' 

ove iXjSy^Sz indicano le v^ariazioni che subiscono le coordinate del punto C^ 
quando da una posizione del triedro fondamentale si passa a quella immediata- 
mente successiva (*). 



(^) Cesare — Oeemettia intrinseca pag. 124 



dx z . dy z 


d2^ aj y 


— — ^Z ~'** ^~ X « ■■ ^s , 


A ^"^ "^W 1 W^» ^^^0 


d« p' ' <«« r' 


' d« p' r' 
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Vediamo se pnò esistere un' altra curva (M'), i cni panti si possono mettere 
in corrispondenza con quelli di (M) in modo che gli archi compresi tra coppie 
di punti corrispondenti siano uguali , e ciò è sempre possibile , ma tale inoltre 
che le coordinate di un punto fisso C, rispetto al triedro fondamentale di (M') 
in un suo punto siano uguali alle coordinate del punto mobile C rispetto al trie- 
dro di (M) nel punto corrispondente. 

Chiamando allora con p' ed r' i raggi di flessione e di torsione di (MQ in 
M' corrispondente di M, e supponendo che anche le origini degli archi siano 
punti corrispondenti, le tre funzioni x ^y ^ z dovranno soddisfare alle relazioni: 

(2) 

Due qualunque di queste si potranno assumere come le equazioni intrinse- 
che di (M'), qualora la terza ne fosse conseguenza. 

Affinchè ciò avvenga bisogna manifestamente che sia soddisfatta la relazione: 

dx dy dz 
as as as 

Se questa è soddisfatta dalle (1) si ricava moltiplicando queste rispettivamente 
per X y y ,z e sommando: 

8x Sy 8« 
ds ds da 

la quale ci dice che affinchè la (M') esista è necessario che la congiungente il 
punto C con M sia sempre una normale della curva (C). 

Evidentemente tale condizione è anche sufficiente. 

Data adunque la (C) e la (M) poiché a questa condizione si può sempre sod- 
disfare ed in modo unico, vediamo che la (M') esiste in ogni caso ed è unica. 

Questo risultato possiamo enunciarlo nella forma seguente: 

Date due curve qualunque (C) ed (M), la (C) si può sempre considerare come 
la rulletta descritta da un punto legato rigidamente ad una terza (M'j, che resta 
in ogni caso determinata in modo unico, quando questa si sviluppa sulla (M) in 
modo che nel movimento vengano a coincidere sempre le tangenti, le normali prin- 
cipali e le binormali nel punto di contatto. 

Chiameremo la (M) curva base, la (C) rulletta. 

Introducendo le (2) in (1) e ponendo: 

^^'^ p""7"B ' r r'^"R' 

si ha: 





1^ 


1 

p' 


1 

"R 


9 


Sx 
ds 


z 


) 


ds 


z 



^^ - ^^ ^ Sz X y 
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che quadrate e sommate ci danno per quadrato dell' elemento di arco cìSq della 
ruUeita: 

Indichiamo con ^ l'angolo che la tangente a (C) in C fa con quella ad (M) 
in M. Dalle due precedenti si avrà scegliendo opportunamente il segno di dsQi 

, Sa? z ds 

cos <^ = -— = - — -— , 
ds^ B dso 

cosicché alla precedente si potrà dare la forma: 

^^^ d«cos4B""\B^ R/ ^VB^^RV^- 



2. Il cilindro singolare. 

Supponendo che le (1) siano quelle che danno le variazioni (0 , y , ») delle 
coordinate del punto M della (M; rispetto al triedro fondamentale della (C) in 
C, si dovrà avere dopo aver mutato ds , p , r ^ in dsQ , Pq , r^, indicando al solito 
con Po ed r^ il raggio di flessione e quello di torsione della (C): 

Sa; z ^ 
_ = + 1 

dSQ Po 

per essere costantemente as = 0. A questa si può dar la forma: 

ds , 2J ^ 

--— cos ò = +1 

dso ^ Po 

e quindi per tutti i punti corrispondenti di (C) e di (M) in cui si può porre: 

(6) ds^ = ds cos tp 

si dovrà avere una delle seguenti equazioni: 

2 = , — = 0, 

Po 

che in virtù di (5) e (6) si possono compendiare nelP altra: 

voli. xui. 53 
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Il cilindro circolare rappresentato da questa equazione è adunque il luogo dei 
punti che neir istante in considerazione sono punti d' inflessione o, come vedre- 
mo in appresso , punti di regresso sulle loro traiettorie , o infine che descri- 
vono rullette tali che la curva base (M) è tangente alla rigata Luogo delle loro 
binormalì. 

Questo cilindro tangente al piano rettificante della curva base lungo la 

X y RR^ 

retta » + p" ~ ^ ; ^^ P®r sezione retta un circolo di raggio: t^i — ^.• 

Questo cilindro lo chiameremo cilindro singolare. 

3. La generatrice di regresso e le linee d* inflessione. 

Se deriviamo il secondo membro di (4) rispetto ad x ^ y , z uguagliando a 
zero le derivate otteniamo: 

^ y ^ 

per questi valori il primo membro di essa (4) si annulla, e quindi possiamo con- 
cludere che tutti i punti che in un dato istante sono punti di regresso sulle loro 
traiettorie sono quelli della generatrice del cilindro singolare lungo cui esso i 
tangente al piano rettificante della curva base. Questa generatrice la chiameremo 
in appresso g^ o generatrice di regresso. 

Se poi un punto descrive una traiettoria tale, che in un certo istante la tan- 
gente a questa in esso rimane determinata (3), mentre la normale principale e 
la binormale risultano indeterminate, allora si può concludere che quella traiet- 
torìa ha con la tangente in quel punto un contatto di ordine superiore. 

Per trovare il luogo di tali ponti basterà calcolare mediante le (3) i coseni 
direttori (a , ^ , y) della tangente e poi le loro variazioni 8a ; S^ , S^ mediante le 
formolo analoghe alle (1) per le direzioni ed infine porre Sa = S^ = Sf = , rite- 
nendo che in ogni caso dovrà sempre aversi: 

asBa + j/6p + z5y = 0. 

Questa relazione ci riconduce al cilindro singolare , mentre V annullamento 
simultaneo di oa , 6^ , Sy o ciò che torna lo stesso di : 

tenendo presente l'equazione del cilindro conduce alle seguenti: 



X 



''(s+¥+'")=<' 
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ore 



C = 



1 

B 


d 1 
d» B 


1 d 
R da 


1 
B 




1 


p'r 





Da queste si paò concladere che il laogo cercato è costituito dalle due el- 
lissi sezioni del cilindro singolare col piano osculatore e col piano normale alla 
curva base nel punto di contatto e da due generatrici di questo cilindro, delle 
qaali una è quella di regresso. 

Per brevità chiameremo linee dHnfieesione queste linee, ed inoltre indiche- 
remo con h quella generatrice del cilindro che è diametralmente opposta a g^, 
cioè quella per cui si ha costantemente 

a = — 



Il piano z^a incontri il cilindro secondo due generatrici. Qualunque sia il 
punto che su di queste si voglia considerare, la sua traiettoria avrà in quel- 
la istante una tangente, di cui i coseni direttori sono uguali, in virtù di (3) e (6), 
alle quantità: 



costp 



- / ^ q _ Bco s i/ /ix^-i.'!^ 

"V"B ' "E^3^" R" ' V B R*' 



Queste ci mostrano che le tangenti alle traiettorie di tutti i punti di una 
generatrice stanno in un piano e sono parallele. Avuto allora riguardo al fatto 
che le binormali alle traiettorie suddette debbono passare pel punto di con- 
tatto della curva base con la mobile in queir istante, si può concludere che il 
piano che contiene quelle tangenti passa per la generatrice h. 

Da tutto ciò sorge che se un punto legato rigidamente alla curva mobile 
nello sviluppo di questa sulla base rimane fisso o si muove lungo una retta o 
infine descrive una traiettoria sulla superficie delle cui binormali si trova la 
curva base, allora detto punto deve appartenere costantemente al cilindro singo- 
lare. Inversamente se questo fatto si verifica la traiettoria del punto si ridurrà 
ad un sol punto se esso si mantiene sulla generatrice di regresso^ ad una retta 
se si mantiene sulle altre tre linee d' inflessione , ed infine ad una curva sulla 
superficie delle cui binormali è descritta la curva baso in ogni altro caso. 

Osserviamo che se un punto rimane costantemente fisso dovendo essere: 

« = , 5» = 6y = 6z = 
le (l) ci daranno: 
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e poi per la (7): 

p r 

■ ^s •»^« • 

p r 

Osservando allora che la penultima equazione è quella della generatrice ret- 
tificante della curva (M), si può concludere che questa è geodetica di un cono, 
come pure la (M'). 

Del resto integrando le (2), scegliendo opportunamente Torigine degli archi, 
si deve avere: 

5C = — « , y =2 d= costante , 

cosicché dalle due precedenti si ricava: 

(8) «r = dp , «r' = dp' 

ognuna delle quali , come è noto (}) , esprime la condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè una curva sia geodetica di un cono. 

4. Abbiamo visto che nello sviluppo di (M') su (M) la tangente alla traiettona 
di ogni punto deve essere in ogni istante perpendicolare alla conglungcnle il 
punto di contatto delle due curve col punto di tangenza. Se allora (a , g , 7) 
indicano ì coseni direttori di una normale qualunque alla traiettoria nel punto 
che si considera bisognerà porre aSx + ^oy 4- ^oz = , cioè: 

Questa è V equazione di un complesso lineare speciale ove la retta cui si 
appoggiano tutte le rette del complesso ha le sei coordinate proporzionali a 

0^0>^^5>»^^^ ^^^^ ^ ^* generatrice di regresso. Possiamo adunque con- 

eludere: 

Tutti i piani normali alle rullette descritte da tutti % punti dello spazio le- 
gati rigidamente alla curva mobile passano in ogni istante per la generatrice di 
regresso del cilindro singolare, 

5. La retta considerata come curva storta. 

Nel caso che la curva mobile (M') sia una retta, un punto dello spazio ad 
essa rigidamente legato può descrivere in generale infinite rullette, nello svi- 
luppo di essa sopra una base data. Ciò procede manifestamente dal fatto che non 
essendo stabilito in ogni suo punto le direzioni della normale principale e della 



(^) G e s à r — loc. cit. pag. 144. 
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binormale, una di queste può assumersi arbitrariamente nel piano normale alla 
retta nel punto che si considera. 

Volendo però che esse si seguano con continaità, bisognerà pensare che la 
loro posizione sia funzione della distanza che esse hanno da un punto fisso scelto 
arbitrariamente sulla retta, il quale può allora assumersi per origine. Allora tutte 
le normali principali e le binormali costituiscono duo superficie rigate ortogo- 
nali di cui la retta stessa è la linea di stringimento. 

Assumendo per origino delle distanze^ che seguiteremo a chiamare archi, 
sulla retta il piede della perdendicolare abbassata su di essa dal punto C di cui 
si vuol studiare la traiettoria, e fissando opportunamente il senso in cui si con- 
tano gli archi positivi, le coordinate di C rispetto al triedro fondamentale della 
retta in ogni suo punto sono: 

3c = — * , y = acos — òsenO , « ~ asenO + òcosO , 

ove a e & sono le due coordinate costanti del punto C, rispetto alle due rette 
assunte per normale principale e binormale della retta in , e 6 quella funzione 
di Sy che indica di quanto debbono ruotare queste due rette per essere parallele 
a quelle relative al punto M , (OM = s). 
Dalle precedenti si deduce: 



dx 


dy df) 


dz rfO 


d.=-^ 


' ds'^Ts 


' d8- y d's 



(9) -r^-l , -/-«T- . T-=-y-r- I y* + z' = a« + &*. 



Introducendo queste nelle (l) si avrà: 

?f~_i ^-_ A ^\ 82f_aj /l dO\ 
ds^ p ' ds" ''Kr'^ds) ' Ts'^^'^^Kr^'ds)' 

dalle quali formolo, avuto anche riguardo alle precedenti, si scorge che quanto 
abbiamo detto nel caso generale, vale anche nel caso che la curva mobile sia 
una retta, purché in tutte le formolo ottenute si ponga: 

^^^ R-p ' R"r+di ' 7-^ ' -? di- 

In quel che segue noi considereremo la retta sia che si assuma come curva 
base sia come curva mobile, quale curva storta di flessione nulla e di torsione 

dH 

ugnale a - -- , rimanendo per 6 il significato dianzi dichiarato. 

5. Traiettorie ortogonali di un sistema oc' di piani : 

Qualunque sia la curva base (M), se la mobile (M') si sceglie a priori piana 
in modo da avere in ogni punto M' la stessa flessione di (M) nel punto corrispon- 
dente M, allora tutti i punti del suo piano descrivono nel movimento le traiettorie 
ortogonali del sistema dei piani osculatori di ( M ), poiché essendo per tutti questi 
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punti ^ s e per la scelta di (If) 

dalle (3) si ricava: 

Sa? = S« = y 

la quale ci dice che le tangenti alla traiettorie dei punti del piano di (M') sono 
costantemente parallele alla binormale della carva base (*). 

Da questo ragionamento sorge che tutte le traiettorie cosi ottenute sono tutte 
quelle che godono di siffatta proprietà. 

Analogamente se la curva mobile è sferica; è nulla la coordinata x del cen- 
tro della sfera cui essa appartiene , per cui se essa si sviluppa sopra una base 
di egual torsione per essere costantemente 

Sy = Sz = 0, 

si può concludere che il centro della sfera descrive una traiettoria ortogonale 
ai piani normali della curva base. 

Ora siccome senza alterarne la torsione una curva si può rendere sferica in 
un numero doppiamente infinito di maniere, cosi abbiamo un' altra soluzione del 
problema di J a m e t , quale è appunto quello di trovare le traiettorie di una 
serie semplicemente infinita di piani, quando invece di considerare lo spigolo di 
regresso della superficie inviluppo dei piani, si conosce una traiettoria ortogo- 
nale di questi. 

Dalle (1) risulta che se si danno a priori la rulletta e la curva base, e que- 
ste sono ambedue traiettorie ortogonali dello stesso sistema oo' di piani per es- 
sere costantemente x^O ^ Sy = oz^O , si devo avere: 



Sx z dy ^z dz __ y 

ds^ p ^ ds " r ^ ds" r 



da cui 

2« + y« = K2 , (K = cost.) , 

quindi si può conchiudere: 

2 zitte le traiettorie ortogonali di tma serie semplicemente infinita di piani 
si possono considerare come appartenenti ad una serie semplicemente infinita di 
superficie canali inviluppo di sfere di raggio costante , che si spostano mante- 
nendo il centro comune sopra una qualunque di esse traiettorie. 

Conosciute perciò due qualunque delie traiettorie ortogonali cercate, tutte le 



(^) C e s à r — Geom. Intr. pag. 146. 
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altre si potranno ottenere come intersezioni delle dne serie oo' di saperficie es- 
nali relative alle dae traiettorie note. 

Cosi rimane risolato il problema di determinare le traiettorie ortogonali di 
una serie oo' di circoli massimi di una sfera quando se ne conosce una sola, tutte 
le altre potendosi ottenere allora come intersezioni della sfera data con la se- 
rie Qo' di superficie canali relative alla traiettoria nota. 

E senza trattare la questione a sé, il che ci porterebbe fuori dei limiti im- 
postici dal nostro argomento, facciamo osservare che risoluto il problema di J a- 
m e t resta anche risoluto quello relativo ad un sistema oo' di sfere, poiché tale 
sistema mediante una trasformazione di Combescure C) ed un' altra per raggi 
vettori reciproci si riduce ad un sistema oo' di piani le cui traiettorie ortogonali 
corrispondono a quelle del sistema trasformato. 

6. Curve sferiche» 

Bitomando al nostro argomento principale cominciamo con l'osservare che 
le rullette ottenute nel numero precedente come traiettorie di un sistema od' di 
piani si staccano da una famiglia più estesa di curve che il Bianchi chiame- 
rebbe trasformate di Combescure di una di esse, la quale noi qui sopporremo 
di avere scelta per curva base. Esse quindi godono della seguente proprietà es- 
senziale, evidente geometricamente e che del resto si può ricavare dalle formolo 
analoghe alle (1) per le direzioni applicate a quella di coseni direttori (1,0, 0). 
Le direzioni del triedro fondamentale in un punto di una rulletta qualsivoglia 
sono rispettivamente parallele a quelle della curva base nei punti corrispon- 
denti. 

Da ciò sorge immediatamente che seguitando a chiamare cìSq ; po ? ^o il cLì^- 
ferenziale dell'arco, il raggio di flessione e quello di torsione della rulletta, si 
dovrà avere: 

(12) § = L« = !J>. 

4§ f r - 

Dovendo per le (11) essere: 

'^ ' de r ' d$ r 

dalle (2) si avrà z^^\ r^r^ ^ y^z-^y^ e poi successivamente 

— = ^ - 1 — £-' 
de cb *" "* p 

(13) p-p'=Po- 



{}) Bianchi*- Qeom. Diff. pag. 41 e seguenti. 
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Osservando che p' deve soddisfare alla nota equazione caratteristica delle curve 
sferiche: 

a questa funzione si potrà dare la forma 

p' = K cos (<[; + e) , q; = / — , e = cost. 

So la curva base è piana dovrà per la (12) esserlo anche la rulletta e la (13) si 
riduce alla nota relazione tra i raggi di curvatura nei punti che stanno sulla 
comune normale a due curve piane parallele, poiché allora la (14) ci dà per p' 
un valore costante 

Le (12) , (13) , (14) ci pongono in grado di enunciare il teorema: 
Se una curva sferica si sviluppa sopra una curva di uguale natura e di 
uguale torsione la traiettoria, descritta dal centro della sfera cui essa appar- 
tiene è ancora una linea sferica. 

{Continua) 
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lE SUPERFICIE DI BONNET 
NELLO SPAZIO PARABOLICO INDEFINITO 



NOTA 



DSL 



Dott. PIETRO MERCATANTI 



In una mia nota precedente « Sulle superficie di Bonnet > (') ho studiato le 
proprietà più notevoli di quelle superficie dello spazio ordinario (Superficie di 
Bonnet) che godono della proprietà d'avere un piano per superficie media. 

Mi propongo ora di estendere le proprietà ivi dimostrate, alle, analoghe su- 
perficie dello spazio la cui metrica è definita dairelemento lineare : 

ds^ = dac* + dy* — dz* , 

spazio che, per brevità, designeremo col nome di spazio S. 

La metrica di questo spazio appartiene al tipo parabolico: se si considerano 
Xj y, z come coordinate cartesiane in uno spazio euclideo rappresentativo^ si 
ottiene la metrica dello spazio S, assumendo come assoluto la conica (reale) al- 
rinfiniio del cono circolare retto : 

a?* + y* — «* = 0. 

Una retta dello spazio S si dice di 1» o di 2^ specie, secondochè la sua pa- 
rallela condotta per il punto (0, 0, 0; è interna od esterna al suddetto cono. Una 
superficie di S, (o una regione di superficie); ed in particolare un piano, si di- 
cono di l» di 2» specie secondochè ogni sua normale è di 1» o di 2» specie ; 
i suoi coseni di direzione (X, Y, Z) soddisfano rispettivamente all'una o all'altra 
equazione : 

X« + Y* - Z« == - 1 X» + Y« - Z* = 1 
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Essi non sono che le coordinate di un punto mobile su di una sfera rappresen- 
tativa di raggio 1, di 1» o di 2» specie, la rappresentazione essendo fatta al modo 
di Gauss colla legge di parallelismo delle normali. 

Nel seguilo adopreremo il simbolo T, per indicare il risultato che si ottiene 
mutando^ nel termine scritto, ce in y e Zy e sottraendo il terzo termine ottenuto 
dalla somma dei primi due ; p. es. le precedenti equazioni della sfera di 1» o 
2* specie si scriveranno : 

2,x* --= - 1 s:,x* = 1. 

Le proprietà di una superfìcie qualunque dipendono dalle sue due forme 
differenziali fondamentali^ cioè : 

ds^ = £|da,* = aj|rftt* + 2a^^du dv + a^^dv* 

(p = - Z^doo dX = Bdu^ + 2D'dw dv + D"(ft7». 

La superficie è di 1» o 2* specie secondochè: 

I coefficienti di queste due forme soddisfano alle note equazioni di C o d a z z i 
e alTequazione di Gauss, che qui si scrive : 

DD" - D'* 

2==^^ » 

ove K è la curvatura della prima forma fondamentale, e va preso l'uno o l'altro 
segno secondochè la superfìcie è di 1* o di 2» specie. 

Per le linee asintoiiche, le linee di curvatura, ed ì raggi principali di cur- 
vatura si hanno le stesse equazioni dello spazio ordinario ; in particolare : 

1_ 1 2a,aD^-a,,D^^-aa^D 

1 DD" - D'* 
r^r^ a^^all — a,2 

Se le linee coordinate (w, v) sono ortogonali, Telemento lineare prenderà la 
forma : 

d8^ = Edu^ + Gdv^ 
l'altra : 

ds-^Edvr^Qtdv^ 
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con E e G positivi, scconcìochè la superficie è di la o di 2» specie. In tal caso, 
se con (X,Y,Z,) , (XjYjZj^ , (X3Y3Z5) si indicano rispettivamente i coseni di di- 
rezione delle tangenti alla linea v=^co8L e alla u=co8t, e quelli della normale alla 
superficie uscenti da uno stesso punto, si hanno le formole fondamentali: 






óv 



(1) 



*x,_ 1 as/E _ ._, 



du 



du 



yjG ^^ 






1 



av/E D' 

^^^ ti Xi -rz: Xj 

VG '^'' VG 



ax,_ D D' 

\ ^« VE VG 






D' 



Ve 



éX) 

8X, 



1 avG_ D" Y 

D' D" 

-=X,^^X, 

VE VG 



2,X,* = 1 2,Xj* = 1 2:,X,* = - l 



se la superficie è di 1» specie ; e le altre : 



du 



= >/®X, 



ex 



:^=vgx. 

ov 



(!)♦ 



cu 

dXj_ 
du 

cu 



1 «v'E , D 
"7= ~a — -A-t r , — A. 

VG 00 ^E 



A., + — =1 A, 



VG ^^ 



VG 



D D' 
=X, + ^X, 

VE VG 



dv ^E ^«* Ve 



.X, 1 9v/Gx,^£lx. 



dv Ve ^^ 



va 



^v Ve VG * 



i\x,« = 1 2:,Xj« = - 1 z,X3^ = 1 



se la superficie è di 2^ specie. 

Lo studio delle congruenze si fa, come nello spazio ordinario, su due forme 
differenziali quadratiche, e per esse valgono le stesse formule che nello spazio 
euclideo. 

Ciò premesso, chiameremo superficie di Bonnet dello spazio S, ogni super- 
ficie che in questo spazio goda della proprietà di avere un piano per superficie 
media. Questo piano si dirà il piano medio della superficie o della corrispon- 
dente congruenza di lìonnet cosi chiamando ogni congruenza dello spazio S co- 
stituita dalle normali di una superficie di Bonn et. 
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§ 1. Forme caratteristiche per l'elemento lineare del piano medio. 

Sul piano medio 8, di una congruenza dì B o n n e t assumiamo a linee 
coordinate le linee che incontrano ortogonalmente i raggi della congruenza, e 
le loro traiettorie ortogonali. Dovremo distinguere varii casi. 

Supponiamo anzitutto che sia S^ di prima specie ; le formule (1) scritte per 
Sj , avendosi D, = D'o = D"o = 0, diventano : 

ds\ = E^du* + 0,dv* 






^aJfl JTT 



dv 



=Vg,x, 



(2) 



9X, ^ _ J_ _9v/Eo 
Su ^Q^ dv » 



2X, 



1 S^/E, 



du ^G^ dv 



-X, 



ax, _ j_ avo. 



dv 



"97 



ex, 

dv 



X, 



1 e\/G« 



VEo 



du 



X, 



= 



S^X,» = 1 S^Xj* = 1 S,X,« = ^ 1. 

SappoDìamo inoltre che la congruenza stessa sìa di prima specie, e che le 
traiettorie ortogonali della congruenza siano su S(, le linee v = cost Detti (XYZ) 
i coseni di direzione del raggio generico della congruenza, avremo : 

X = oX, + pX, 

l,X* = - 1 - 1 = a* - p* 
e quindi potremo porre : 

X = senho Xj -f cosho X, 

ove è una conveniente funzione di u e v. Derivando^ e tenendo conto delle (2), 
si ha: 

aX X. ^0^ BGTìhad\l%^ , 3o„ 

— - = cosha—Xj -H — — r -5 — X, + senho— X, 
du du -^/q. ov du 



ex 



do _, senho d y/O. 



da 



— = cosho— Xj- zz:^ ^ir.0 X, + senho^ X, 
dv dv * ./ir du * dv - 



n/i: ^^ 
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Onde per i coefficienti delle due forme fondamentali della congruenza ot- 
teniamo : 






^*du dv "dudo y/j^Q' dv du 



•o'^o 



'«=r.(2)'=©v(!!§'^.)' 



\/Eo ^** ^ 






) 



du 



^g-senho ^v'E^ 



V dXdx^ 



yJQ dv ' ìdv du 



~ — Benho 



du 



. V ^X ^^0 Jn- 1, ^^ 






Posto per brevità : 



_, do 8cnho5\/Go . ^^ senho ^Ve., 
du ^Eo 9w ^^ VGo ^ 



si ha di qui : 



&iA«-^2' = M* 



^^n — (Z' + D^ii -1- «&«t = M < >/Eo --? + senho cosho 

( dv 



gvEo { 
et; J 



Esprimendo che ia congruenza è normale {f^f), e che S^ ne è la super- 
ficie media (^&n - (/'+/")^fi + e&ti = 0), si hanno le due equazioni: 

Clog VGo _ d log senho 
du du 

ìd log sJEq d log ctgho 

dv " àv 

onde, mutando se occorre i parametri u e v potremo prendere : 



VEo = ctgho \'0r^ = 



® senh3 
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Si può porre allora : 

1 



senhO = 



Benho ' 
e quindi : 

- de 
C08h6 = ctgho da = — -- , 

senhO 

e otterremo così per Telemento lineare di 8q la forma: 

(3) d«o* = cosh*6 du* + senh*6 dv\ 

Esprimendo che la curvatura di questa forma differenziale è nulla^ troviamo 
infine l'equazione : 

La forma (3) dell'elemento lineare, ove è soluzione della (4), è caratteri- 
stica del piano medio di una congruenza di £ o n n e t dello spazio S come 
quella che abbiamo considerata. 

Procedendo alla stessa maniera, e adoperando le (I)* quando Sq sia di 2^ spe- 
cie, si giunge ad analogo risultato in ciascuno dei casi che sì possono conside- 
rare. Eiassumiamo qui sotto le formolo che cosi si ottengono : 

(A) 

Congruenza di 1» specie (S,X*=-1). Piano medio di 1» specie (£,X3*=— J). 
Linee v=^cost. traiettorie ortogonali della congruenza: 

X = senho X, + cosha X, 

1 



senho 



= senhO , 



rf«Q* ^ co8h*0 dtt* + senh*6 di;* 



ir)' * (-)' 

'* " senh-0 ' ** 

eh Ih ^ cO 

^. = ctghO^ , r-r--ctghO- , ^^-ctghO^^. 
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(B) 

Oongraenza di 1» specie (£jX*=-l). Piano medio di 2» specie (2,X3*=1). 
Linee v=co8t. traiettorie ortogonali della congraonza : 

X = cosha X, 4 senhc X, 

— -- = senO , 
coshc 

dso* = co8*6 dw* — 8en*9 dv* 
3w* dv* "" 



aey ^ /se y 



\du/ ^ dv / 



sen'O 

(B)* 

Congr. di l* specie. Piano medio di 2* specie. Linee u=co8L traiettorie or- 
togonali della congruenza. 

Qaesto caso non dà luogo ad una congruenza reale. 

(0) 

Congruenza di 2* specie (2)|X* = 1). Piano medio di 1» specie (SiX,*^ - 1). 
Linee v=co8t. traiettorie ortogonali della congruenza : 

X = cosho Xj + senho Xj 
1 



cosha 



= senO 



/ d«o* = co8*4 du' + sen*0 dv* 






\dv/ \duf 

*" = ^« = " = ^iS^e ' *'* = ^ 

e = _ctg«- /'=/"=-ctgO^ ^ = -«tg»5^ 
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(D) 

Congruenza di 2* specie (Z,X*=1). Piano medio di 2* specie (1,X,'=J)- Li- 
nee v=co8L traiettorie ortogonali della congruenza: 

X = Benho X^ + cosho X, 
£= senhO , 



Benho 



dSi^ = co8h*6 du^ — senh*6 dv* 






soy 



„ \dv) \duJ 
" " senh*« 



^ ao c/0 ao 

e = ctghft — , r = r = ctghO ^ , flf . ctghO - . 



(D)* 

Congruenza di 2^ specie. Piano medio di 1^ specie. Linee u=^co8L traiettorie 
ortogonali della congruenza : 



X = coso X, + seno X, 



= coshO , 



coso 



f d8o* = cosh*0 du^ — 8enh*0 dv* 



cu* dv* 



" " coBh*0 



^1=0 



90 £0 di 



)( 273 )( 

Vediamo pertanto come la ricerca delle superficie di B o n n e t dello spa- 
zio S dipenda essenzialmente dalla equazione : 

per le superficie di 1^ specie, e dall'altra: 

per quelle di 2» specie ; e ciò fa prevedere fin d'ora la stretta relazione che 
deve esistere fra queste superfìcie, e le superficie d'area minima (rispettivamente 
di lA o di 2^ specie) dello spazio S. 

§ 2. Superficie minima generatrice. 

Anche nello spazio S, come nello spazio euclideo, si ha una semplice costru- 
zione per una congruenza di B o n n e t partendo da una superficie d' area mi- 
nima. Sia Sq il piano medio di una congruenza di Bonn et, che possiamo sup» 
porro, come è lecito , passante per 1' origine: se lo facciamo rotare in sé stesso 
di un angolo retto attorno all' origine^ ogni suo punto (^oVo^o) ^Q<^rà nel punto 
(^iJ/i^i) ^^ coordinate : 

Vi = Z3a?o - ^8^0 

«• = - (X«yo - YsXo)- 

Supponiamo di essere nel caso (A) ; se immaginiamo 8q riferito a quel si- 
stema coordinato (u, v) che dà al suo elemento lineare la forma caratteristica: 

dso* = cosh*6 du^ + senh'6 dv* 

le formule fondamentali per esso diventano: 

» 

^ = coshO X, $i = senhe X, 
cu cv 

^s=-— X — * = — X 

du dv ^ dv ^ du ^ 

^ = ~X ?^«--?lx 

du ^ dv ^ dv " du * 
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tenendo conto di queste, e ricordando che, essendo S, di 1* specie, il determi- 
nante : 



X, Y, tZ, 



X, Y, 

-tX, -tT, 



tZ, 



è il modulo di una sostituzione ortogonale^ si ba : 



dx 

TT^ = coshO X, 



dv 



= - senhO X, 



e le analoghe in y e z. Da ogni punto (a;ij/|Z|) si spicchi un segmento normale 

ad So od =u; il luogo del punto estremo {xyz) sarà una superficie S di cai le 
linee u^cosU sono le sezioni fatte coi piani paralleli a S^ ; e si avrà : 



2C = 0/, + te X|. 



Derivando troviamo : 



/ dx 
-^ = coshft X, -f X3 



\ 



du 



-5- = - senhO X, 



talché la direzione : 



X = senho X, + cosho X, 



cioè quella del raggio della congruenza uscente da (Xc.Vo^o)y riesco normale ad 
S nel punto {xyz). Inoltre : 

d8^= senh'O (du* + dv^) 



^^1 du cu du 



— 'i dv du dv 



^1 Si? 6» 3t* 



dti ' 



quindi : 



2à,, D'- a,, D" - a„D = 



cioè la S è una superficie d'area minima di 1» specie, ohe diremo la superficie 
generatrice della congruenza di B o n n e t. 
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Viceversa^ se riferiamo una superficie d'area minima S di prima specie a 
un sistema di coordinate curvilinee (u, v) di cui le u=co8t siano le sezioni coi 
piani paralleli ad uno S^ e le v^eoaL le traiettorie ortogonali, il suo elemento 
lineare prenderà là forma isoterma : 

Se con (XYZ) indichiamo i coseni di direzione della sua normale, ed esser- 
mmo, che essendo la 8 d'area minima, dovrà aversi: D" = - D, le (1) scritte 
per la S , diverranno : 



(5) 



' ^-^rx. 



< 






ax, a log VX D 

-— — rz — A* z=z -A. 

du dv VX 

ax,_aiogVT D' ^ 
ì^- dv "^''vr 



aX _ D D' 



dx 
1^ 



=^^^x, 



dX, glogVX ^ D' 

a» «tt VX 

8x, aiogVT ^ D y 
^» VX 



CO 



9X D' D 



S.X,* = 1 2:,X,« = 1 2|X* = - 1. 

Se il piano B^ è di prima specie, ed (XjYjZ,) sono i coseni di direzione 
della sua normale, talché £|X,*:=-1 avremo: 



ove: 



X, = aX, + px 



-l = a«-e* 



quindi, indicando con una conveniente funzione di u e 1; potremo porre 

X3 = senho X| + coshc X. 



Derivando e tenendo conto delle (5) avremo : 



log VX 



O-coshol ^ = lX,-( senho — ?- 



+ cosho 



O=cosho 



\ 



(^^)^K 



senho — ^?.X__4-cosho 
du 






Xj+senho 



Xj f senho 



/de D \ 

V" vxy 

/co _ D' \ 
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le quali; dovendo sassistere insieme colle analoghe in T e Z^ equivalgono a: 

Benha — ^—- + cosha = = 

du ^ 3w >/T 

^ aiogVr . . D' ^ da D' ^ 
senho — ^ + cosho — =: =0 -z = = 

Da cui : 

CU cv 

d(log V X ) = - d (log senho). 
Matando^ se occorre, i parametri m e t;, e ponendo: 

1 



senho 



= - senhO 



abbiamo quindi : 



d «* = senh»0 {du* + dv*) 

mentre l'equazione di Gauss per la S fornisce : 

cH BH _ 
du* **■ dv* " 

Indichiamo ora con x la distanza del punto (xyz) di S dal piano S^; per 
la proiezione icc^y^^^) di {xyz) su 8q si avrà: 

Mediante le condizioni: A "^X, = 2j -^X, = 0, troviamo: 

T = li -f. cost. 
quindi : 

?^ = -.senh6X, +X3 
du 

—— = — senhO X. 
dv * 
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Perciò, se facciamo rotare So di un angolo retto attorno all'origine , talché 
il punto (x,i/|e|) vada nel punto (x^t/oz^"^ di coordinate : 



i' »« = Z,y, - Y,«, 
y, = X,«, - Z,a?, 
«0 = - (Y,x, - X,y,) 

ricordando che, essendo B di 1> specie, il determinante : 



X» 



Y, .Z, 
Y, tZ, 



-»X 



-tY 



è il modulo di una sostituzione ortogonale, avremo : 



dXQ 



= - senh«(Z,Y, - YjZ,) = - oosh» X, 



3cp 

-p = - 8enW(Z,Y, - y,Z,) = X + coshO X, 



quindi per l'elemento lineare di Sq si ottiene la forma caratteristica: 

dso* = cosh'ft du^ 4- Benh*6 dv^. 



All'identico risultato si perviene^ operando in modo analogo (^) in ciascuno 
degli altri casi: troviamo cosi per gli elementi della superficie minima genera^ 
trice le formule che qui riassumiamo : 



(A) 



i 
( 



d«* = senh*0 (du^ + dv') 



du 






du 



(B) 



dà* = sen*0 (dw* + dv^) 



du 



db =: ci 

dv du 



(^) Nel caso di una superficie di 2* specie^ è modulo di una sostituzione orto- 
gonale il determinante : 



X, 



Y, tZ, 



- tX, - tY, 



Z» 



Y, tZ, 



(C) 



(D) 



(D)- 
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d«»=8en*0 (- rfu» + dv*) 

du cv vu 



du dv du 



( ds^ = co8h*0 (— dtt* + dv*) 

CV cu dv 



Nei primi quattro casi sono le u^cosL le sezioni della S coi piani paralleli 
a 8q , nel qainto caso lo sono le v=co8t. 

Vediamo pertanto che anche nello spazio S una congruenza di B o n n e t 

di 1» o di 2* specie si ottiene da una superficie d'area minima S , rispettiva- 
mente di 1* di 2» specie , proiettando S su di un piano Sq qualunque, facendo 
rotare T immagine di un angolo retto ^ e poi dai punti della nuova immagine , 

conducendo le parallele alle normali corrispondenti di S. 

Si riconosce facilmente che le sviluppabili della congruenza corrispondono 
alle assintotiche della superficie minima generatrice. 

§ 3. Evoluta media» 

Se per ogni punto (x^y^z^) del piano medio Sq di una congruenza di B o n- 
net, conduciamo il piano normale al raggio della congruenza che ne esce^ la 
superficie inviluppo di questi piani {evoluta inedia della congruenza) ha per ele- 
mento lineare sferico : 

d«i* = M(dw* =fc dv^) 

secondochè la congruenza è di 1* o di 2» specie: in conseguenza se la con- 
gruenza è di 1« specie^ avremo : 

^'X aiogVM9X dìogyJiidX _^_- 
cu* cu cu cv cv 

c^X _ a log n/M aX d log V M ^X -._. 

+ ;, T. — + MX 



CV* du du dv cv 



e sommando : 



w 'S^S-'»^ 



t 
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e se la coograenza è di 2* specie : 



yx_dìog<jìs.dx^ a log v/ Max 

du* "" du Su dv dv 

ó*X dìogy/ÙdX aicg>/McX,„^ 
, dv* du du dv dv 

per cai sottraendo: 

Indicando ora con co s DiOSq^ ^^ distanza dall'otigine del piano tangente ge- 
nerico deirevoluta media, si avrà in ogni caso derivando : 






^*w _ c.«X 



Ora si ba 6+^ = se la congruenza è di 1^ specie^ ed 6 — ^ = se è di 
2» specie; quindi sommando nel primo caso, e sottraendo nel secondo le due 
precedenti equazioni, si ha;. 

S«w S*w « /a«X f«X 



d^^-^d^t-^'^^yd^-^T^) 



ovvero : 



^t«» ^i;* " '^^\du^ dv*) 



Per le (6), (6)* si avrà dunque : 



nel primo caso, e : 



• M \aw« ^v* / 



nel 2^ caso. Queste due formule dimostrano che: « L'evoluta media di una con- 
gruenza di Bonnet di 1<» o di 2« specie^ è una superficie d'area minima rispet- 
tivamente di.l<* o di 2» specie. > • 
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Dimostriamo ora inversamente che: « Ogni superficie d'area minima £ di 1^ 
di 2^ specie, può riguardarsi in infiniti modi come Vevoluta media di una con- 
gruenza di Bonnet rispettivamente di 1<* specie o di 2<* specie >. 

Dimostreremo il teorema supponendo 1 di 2» specie, giacché per una £ di 
1» specie la dimostrazione si fa, in modo pressoché identico, come nello spazio 
euclideo. 

Riferiamo pertanto la superficie minima di 2» specie £ alle sue linee di cur- 
vatura (u, v)\ se con r se ne ìndica il raggio (positivo) di curvatura, si avrk 
per essa: 

ds^ = r(dM* — dv^) 



D = -^l 



D' = 



D" = - 1 



e le formule fondamentali (1), scritte per la £, diventano: 



(8) 



/ 



t-i^^' 



du V^ ^v * Vr" 



3X, 1 ^^]r 
du ^ dv 



X, 



dx 
dv 



=^frXi 



dv ~ ^7" du 



X, 






dv 



8Xj 
dv 



ylr 



Z,X\ = 1 



z,x«, = - l 



S,X», = 1. 



Freso sai piano tangente generico di £ an punto (osoyo'^o) di coordinate (a, ^) 
rispetto alle dae direzioni coordinate giacenti in qnel piano, si ayr&: 

Xo = ce + «X, + pX, 
colle analoghe in y q z^ derivando e tenendo conto delle (8) aTrMDo: 

d^-v"^ ■^d^^-;jf-èr)^* + \dii-*-^-dr)^--;j7^ 
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Per il punto (x„«o2o) conduciamo un rapgio (X,Y,Z,) parallelo alla normale 
di l in (xyz): otterremo una congruenza, per lo cui due forme fondamentali, 
si ha: 

_y axo sx, ^ J_ 3« ^ i. ^ 

y 8go ax, _ 1 da ^ e aV7 



r) V «• 









a 8 V r 



Se la congruenza cosi formata deve essere normale (f = f) ed avere per sn- 
perficie media il luogo del punto {x^y^z^Xel^^^ {f-\-f)h^^-\- gh^^—0) j dovranno 
a e ^ essere assoggettate alle equazioni : 

1 da ^d\'V _ 1 d^ a d\lV 
y/"^. dv r du " nJ^jT cu r cv 



1 ca p ?Vr JL_c''^ a_d\lr 



y/ ^ du r dv Vr ^^ r du 



che possono scriversi : 



(9) 






Per la prima di esse può porsi : 



a a 

— =r du H — = dv = d<p 



e per la seconda, ^ soddisferà alla equazione : 



(10) 



3u* dv^ 
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Sapponiamo ulteriormente che il luogo dì (a?oi/o^o) ^^^ ^^ piano, che potremo 
supporre di avere scelto come piano xy ; si avrà allora : Zo - 0, cioè : 

2 + aZ, + fZ, = 0. 
Questa relazione^ avendosi : 



CU 




7 _ 1 ^« 


può scriversi : 






(11) 


^2 c4 c^2 ed; 
c'u ct^ c'u dv 





Rammentiamo ora che la z stessa soddisfa alla equazione (10). Indichiamo 
allora con Z| , ([;, le soluzioni di (LO) rispettivamente coniugate di e e tj'; cioè le 
funzioni definite da : 



dSf dz 


[ ^^ _ ^ 


du dv 


1 du dv 


izi dz 


\ ^^ _ »* 


dv " du 


\ dv " du' 



Allora le funzioni : 

/'=2 + 0, F = d; + 4/| 

riescono funzioni della sola variabile ^ =-• u + v, e le altre : 

9 = 2- Zj 4 = 4' — 4^1 

funzioni della sola variabile >] = w - v. 
Quindi si ha: 



o derivando : 



2^2 



2 ^ = A5) - ?'(>i) 2 g =. FU) - *'(>!) 



e però la (11) si paò scrivere: 



2(/" + 9) + (r + 9')(F' + *') + (/"- ?')(P' - *') = 
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cioè : 

/ + f T' = - ( 9+ ?'*') = h 

ore h è nna costante arbitraria. 
Si ha quindi: 

(12) F = -/-— J-L_ <,= _/- '^'5 




d log(ft -f)\ ~ / /d log(- ft - ?)\' 

"d5 



) j C-^--^) 



Viceversa data una superficie minima di 2^ specie 2), riferita alle sue linee 
di curvatura {u, v), e assunto un piano arbitrario come piano xy^ posto : 

/=« + «! (p = «-2;, 

si determinino dalle (12) le funzioni F e $; indi ponendo: 

* 2 ' 
risulterà soddisfatta la (11), e prendendo: 

a = Vr-i gcVfT^, 

du ^ dv ^ 

riesoiranno soddisfatte anche le (9) ; cioè la congruenza formata nel modo de- 
scritto sarà una congruenza di B o n n e t avente il piano scelto come piano me- 
dio, e la superficie data 1 come evoluta media. 

Concludiamo pertanto che : « Anche nello spazio S, assunta una superficie 
minima - {di 1<* o di 2^ specie) come evoluta media di una congruenza di Bon^ 
net {rispettivamente di 1<* o di 2» specie), si può ancora scegliere affatto arbi- 
trariamente il piano medio, e rimane poi ancora la costante disponibile h \ esi- 
stono qiUndi oc^ congruenze di Bonnet con una medesima evoluta media, » 

Dai teoremi dimostrati nei precedenti §§, si deducono facilmente, come nello 
spazio euclideo, varie trasformazioni per le superficie d'area minima dello spazio 
S, cioè per le superficie integrali deirequazione del 2» ordine : 

(1 - q^)r + 2pq8 -|- (1 - p'^)t = 0. 
§ 4. Formule di Weierstrass. 

Anche nello spazio S^ si possono dare per le superficie di Bonnet delle 
formule analoghe a quelle note di Weierstrass per le supei*ficie minime 
dello spazio ordinario ; e ciò servendosi delle formule date dal Prof. L. Bianchi 
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per lelsapcrficie mmime dello spazio S in una sua memoria inserita negli Atti 
deW Accademia dei Lincei (^}. 

Indicando con w , (O^ due variabili complesse coniugate, possiamo esprimere 
le coordinate (XYZ) di un punto variabile sulla sfera di 1» specie di raggio 1, 
mediante le formule: 

W — lOo IO - ti)o 0) — ti)o 

con che si ha appunto : 

X« + Y« - Z* = - 1. 

Se ne deduce per Telemento lineare della sfera : 

(13) ds'* = y ^-' , 

onde le co = cosi, e le Wq = cosi, sono sulla sfera le linee (immaginarie) di lan- 
ghezza nulla. Allora, ad ogni funzione r((o) della variabile complessa io, corri- 
sponde una superficie minima S di 1* specie, su cui le variabili io ed ioq sono 
pure i parametri delle linee di lunghezza nulla, e che ha (13) per elemento li- 
neare sferico : essa si ottiene per quadrature dalle formule : 



(14) 



a? = R[(l-(o*)F(co)d 



2co F((o)dio 



= Rf(l + io«)P(io)c?w. 



R essendo il noto simbolo di parte reale. 

È facile verificare che sussistono le formule seguenti, analoghe a quelle note 
di Schwarz: 

da?! = Zdy — Ydz 
(15} { dy^^Xdz-Zdx 

dz^ = - (YcZas - Xc^y) 

ove (JC,J/,2;|) rappresentano le coordinate del punto corrispondente ad (an/^:) sulla 
superficie minima S, coniugata alla data, che si ottiene cioè cangiando nelle (14) 



Q) Atti della R. Accademia dei Lincei. Classe di scienze fisiche, matematiche 
e naturali. Volume V, (1888). 
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F(co) in iP(w) ; ossia : 



01 



(16) 



af?| = R|ì(l-w')r(w)d 

t/, =:E|2ùoF((o)da) 

^^ =Rfi(H-(0«)F(w)dw. 



La S, corrisponde per parallelismo di normali e per ortogonalità di elementi 
alla S. 

Consideriamo ora una superficie minima di 1* specie S come generatrice di una 
congruenza di B o n n e t di 1* specie. Se il piano medio Sq è di 1» specie po- 
tremo assumerlo come piano xy ; e se allora con t indichiamo il segmento in- 
tercettato su ogni raggio della congruenza fra Sg ed una superfìcie S normale 
alla congruenza^ avremo : 



SD = y + iX y^-x + tY 



z^tZ 



ove (xyz) è un punto di S, ed (XYZ) la sua normale in quel punto. Esprimendo 
la condizione: £, Xdx = si ottiene : 

dt = Xdy — Ydx = dz^ 
t =^ ^^ -^ cost. 

Otteniamo quindi per la superficie diBonnet S le formule : 



fi) 



' X = R 1 2w F(w)ciw 4 i ——0 R / Hi + to^) F((o)dai 



lo - w, 



{ y ^ - R / (l - to^) F(,w)rfio -f i ^l:t^ R I i(i + to«) h\Lù)di»y 



Z^, 1+^wWo ^L^^^ j^i^ F(w)dto. 



Se So è di 2» specie, lo assumeremo invece a piano xz, ed avremo per S : 



X = — 2 -t- <X 



y = <Y 



2j = — a? 4- *Z. 



L.a condizione : E, XdJa? = ci dà ora : 



dt = Zdx — Xrfz = — dy^ 
^ = — t/, -f- cost. 
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onde per la 8 abbiamo le formale: 



/_ 



J5 = - R I (1 



1 - lOWrt 

+ w*) P(to) dio - i r — -rr K / 2iw F(w)dw 



W - Wo 



(II) 



< y= - ì 



. IO + Wo 



co- Wj 



B f 2f(o F(to)cf(o 



= - R I (1 - IO 



*)F(co)c?(o 



1 4- COtOn 1 



(o)ef(O. 



In maniera analoga si procede per le superficie di B o n n e t di 2« specie. 
Se 5 ed >] sono due variabili reali indipendenti, possiamo esprimere le coordi- 
nate (XYZ) di un punto variabile sulla sfera di 2» specie di raggio 1, mediante 
le formule : 






Y = 






z = 






con che si ha appunto : 



X*-hY*-Z«=1. 



Se ne deduce per Telemento lineare della sfera: 



(13)' 



„_4_d£d>i 



d«'« = 



— p^« ' 



(>l-5) 



ove le ^ = co«^. e le >) = cofft, sono sulla sfera le linee (reali) di lunghezza nulla. 
Allora, ad ogni coppia di funzioni F(:) , F^(f^) delle variabili § ed >} rispettiva- 
mente, corrisponde una superfìcie minima di 2» specie, su cui le variabili E, )j 
sono pure i parametri delle linee (reali) di lunghezza nulla, e che ha (13/* per 
elemento lineare sferico : essa si ha per quadrature dalle formule : 



(14;' 



aj= J(l - 5*) F(::)rf$ + j(l - r,^) FMdri 

y=j2§F(Od5+j2>iF,(>i)d>j 

z = J(l + £*) F(5)d5 1 j(l + >]«) F,W;dri. 



È facile verificare che sussistono le formule seguenti, analoghe a quelle di 

S e h w a r z : 

tfx, = - {Zdy - Ydz) 



(15;* 



di/, = - (Xd2 - Zdx) 
d»j =. Ycte - Xdy 
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ove (x^y^z^) è il pnnto corrispondente di {xyz) sulla superficie mìnima S, coniu- 
gata di S, che si ottiene cioè mutando nelle (14;* F^(r^) in — F,()j); ossia: 



«1 =/(i + V) F(5)rf5~ j(i + n^) Fi(>i)^>i. 

La S| corrisponde alla S per parallelismo di normali e per ortogonalità di 
elementi. 

Consideriamo ora una superficie minima di 2^ specie come generatrice di una 
congruenza di B o n n e t di 2* specie. Se il piano medio S^ è di l» specie, lo 

assumeremo come piano Xì/ ; allora per una superficie S normale alla congruen- 
za, si avrà : 

e la condizione: -|Xdx = fornirà: 

dt = Ydx - Xdy = dz^ 
< = 2f| f cost. 

Per la S si hanno quindi le formale : 
i= /2$F(5)d5+ / 2/iP,(>jM)j + i^^( /(H5^)F(;)rf^^ 

^=^( / (1+5*) P«K- 1 (i+>j*iF.(>,y>,.) 

Se invece So è di 2* specie lo assumeremo come piano xz^ e si avrà: 

La condizione: Z^Xdx=:0 fornirà: 

dt = Xdz — Zete = - dy, 
^ =r — y^ 4- cost. 
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onde per la superficie SdiBonnetsi avranno le formule: 



X-- / (l+5*)F(5)d5- / {l+r,*W,{ri)dri-\^{ l 25F(5)d5- / 2r,F,(/,)d»i) 



II) 



« 



y=-2±|( |2?F( 




5}d5-l2>5F,(yi)d»i) 



1 



=- / (l-5«)P(?;d$- / (l-r,«)F,(>i)rf>j-^±^^''( / 2$ P(5)d$- / 2>,F,(rOrfi3 ) 



Rappresentando nelle (I) ^11) (I)* (II)* le funzioni F(to) o F{^) , F,(r^) come de- 
rivate terze di funzioni arbitrarie ^fco) o ?(£) , ^^{r^), le formule stesse si trasformano 
in altre che non contengono più segni di quadrature; e che si prestano, come 
le analoghe nello spazio euclideo, alla ricerca delle superficie di B o n n e t al- 
gebriche. 

Osserviamo anche qui che una superfìcie di B o n n e t dello spazio S, cioè 
una superficie integrale della equazione del secondo ordine : 

(17) (1 - 2*)r 4- 2pq8 + (1 - p^)t + 22{rt - «») = 

la quale perciò, secondo i teoremi di Cauc h y è univocamente determinata ap- 
pena ne sia assegnata una striscia analitica, non richiede ulteriormente per la sua 
completa determinazione altro che quadrature : la dimostrazione si fa come nello 
spazio euclideo. La stessa proprietà vale evidentemente anche per le superficie 
dello spazio ordinario, integrali della equazione (17). 

§ 5. Esempi, 

Termineremo anche qui con degli esempi analoghi a quello dato nello spazio 
euclideo. Riferendo la sfera di 1» specie ai meridiani e paralleli relativi all'asse 

z, si può porre : 

^ cosM _, senu „ 

X = Y = — -- Z = ctghv 

senhv senht; 

, „ du^ + dv* 

a« ' = • 

senh'v 

Per la superficie minima di 1» specie S, che ha il sistema sferico (w, v) come 
immagine delle linee di curvatura, il raggio (positivo) di curvatura è : 

p = senh*y 

indi lo formule di Rodrigues: 

du'~ du 9r "" dv ' 
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forniscono : 

X = senhv cosu y = senht; senu z =^ v. 

Di poi le formale diSchwarz danno per la superficie mìnima coniugata S,: 
ac, = cosht? sente y, = — coshv cosw «, = u. 

Queste due superficie nello spazio ordinario sono rispettivamente il sinusoide 
iperbolico di rotazione, e l'elicoide rigata a piano direttore. 

La più generale superfìcie minima associata alla S, ha per coordinate di un 
suo punto generico : 

ce cosa + aj|Sena y cosa -i- y,sena z cosa + Z|8ena 

ove a indica un angolo costante ; per la sua coniugata le coordinate di un punto 
generico sono invece: 

a?iCosa — X sena y|C0sa - y sena 0,cosa — z sena. 

La corrispondente superficie di B o n n e t; avente il piano xy per piano me- 
dio è data dunque dalle formule : 

- cost^ , X 

X = senhv senw cosa — coshr cosw sena H r- Cu cosa — v sena) 

senht; ^ ^ 

(^®) \ y = — senhu cosw cosa - coshv senw sena + — r— (u cosa — v sena) 
' senht? "^ 

z = cotght; {u cosa — v sena). 

Per la corrispondente congruenza di B o n n e t la seconda forma fonda- 
mentale è : 

(cosa dy -f- sena dyi)dX — (cosa dx + sena dai)dY 
cioè : 

— ctghr(s6na du^ + 2 cosa du dv — sena dv^) 

quindi l'equazione che dà le ascisse dei fuochi diventa: 

^* •= ctgh»i; , 



8enh*t?' 
da cui : 

p = ds senht; cosht;. 

Pertanto le due falde della evoluta della superficie (tS) sono date dalle for- 
mule : 

X = senht; sent^ cosa — cosht; cosu sena db coshv cost^ 

2/ = — senht; cosu cosa — coshi; senu sena ± coshv senu 

« = ± cosh't; 
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e per le loro equazioni si ha quindi rispettivamente : 

l X* + y* = — cos'a -i- 2(1 - sena)« 

(19) 

( oc* + y* = - co8*a — 2(1 + sena)». 

Essi sono duo paraboloidi di rotazione attorno all'asse e, coassiali e di senso 
opposto, aventi a comune piano direttore il piano normale air asse nel punto 
(0, 0, senct) ed i fuochi nei punti (0, 0, ±1». Poìchò alla forma (19) si possono 
sempre ridurre lo equazioni di due paraboloidi di rotazione soddisfacenti alle 
enunciate condizioni di posizione, possiamo dire che: « Le considerate congruenze 
di Donnei sono tutte e sole quelle che hanno per falde focali due paraboloidi di 
rotazione coassiali e di senso opposto^ ed aventi il piano direttore a comune. » 

Il piano tangente generico della evoluta media della superficie (19) ha per 

equazione : 

5 cosu + >j senti + (sena — Ocoshv = 

che è soddisfatta identicamente dal punto (0, 0, sena) ; a questo punto si riduce 
quindi l'evoluta media della (19), cioè le (19) sono nello spazio S anche super- 
ficie di A p p e 1 1. 

In modo affatto analogo, riferendo la sfera di 2^ specie ai meridiani e pa- 
ralleli relativi all'asse z^ e ponendo : 

„ cosu ,, senu „ 

X = Y = Z = ctg«? 

senv senv 

, ^ du* — dv* 
sen*» 

per la superficie minima di 2* specie 8, che ha il sistema sferico (ti, v) come 
immagine delle linee di curvatura, si trova: 

X = senv cosu y = seni; senti 2 = t; 

e per la sua coniugata S| : 

X| = — cost; sentt ^i = co6t> cobu^ «su 

le quali due superficie nello spazio ordinario sono il sinusoide circolare di rota- 
zione e l'elicoide rigata a piano direttore. 

Se si assume a superficie minima generatrice una qualunque associata della 
S|, cioè una superficie data dalle formule: 

x' = a?|Cosha -f ^senha y' = y^cosha + y senha 2' = 2,cosha + z senha 

1 
e a piano medio il pigino xy, nelle corrispondenti congruenze di Bonne^t s 

hanno tutte e sole le congruenze aventi per falde focali due paraboloidi di rota- 
zione coassiali dello stesso senso ^ aventi il piano direttore a comune. 

Se invece a superficie generatrice si assume una associata della S, cioè: 

00' =zX cosha + sC|Senha ecc. 

e a piano medio il piano xy, si ottengono tutte e sole te congruenze aventi per 
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falde focali due paraboloidi di rotazione immaginarii coassiali^ coi fuochi tm- 
maffinaHi coniugati, ed il piano direttore (reale) a comune. 

Riferiamo invece la sfera di 1' specie ai meridiani e paralleli relativi al- 
l'asse y, ponendo : 

_ senhu ^ „ coshw 

X = Y = ctgt? Z = 

senw seni; 

, ,• du^ + dv^ 
ds^ = • 

sen'u 

Mediante le formale di Rodrignes, per la superficie mìnima di 1* specie 

S avente il sistema sferico (w, v) come immagine delle linee di curvatura, a- 
vremo : 

X = sent? senht^ y =:v s = senv coshu. 

Per la sua coniugata 8, le formule di Schwarz forniscono : 
05, = — oost; coshu y, = — w «I = — cosv sentiti. 

Se a superficie generatrice prendiamo una associata di S e a plano medio 
il piano a^ , nelle corrispondenti congruenze dì B o n n e t si ottengono tutte e 
sole^ le congruenze aventi per falde focali due paraboloidi equilateri coassiali 
€i£ cui le due pctrabole principali situate nel piano z = sono coassiali^ di senso 
opposto e confocali (e di cui le parabole principali situate nel piano x=:0 sono 
quindi di senso opposto e colla direttrice in comune). 

In modo analogo, riferendo la sfera di 2« specie ai meridiani e paralleli re- 
lativi all'asse y^ ponendo cioè : 

senhtt coshw 

X = — Y = cotghi; Z = r- 

senht; sennv 

du^ — rfy* 



cf«'* =r. 



senh*» 

per la superficie minima S di 2» specie che ha il sistema {Uy v) come immagine 
delle linee di curvatura, si ha : 

m = senhv senhte y ^v % =■ senhi; oosht^ 

e per la sua coniugata 8| : 

X, = coshv coshu 2/i = ^ ^i == coshv senhti. 

Allora nelle superfìcie di B o n n e t che hanno a piano medio il piano xz 
e a superficie generatrice una qualunque associata di S, si otterranno tutte e 
sole le congruenze aventi per falde focali due paraboloidi equilateri coassiali^ di 
cui le due parabole principali situate nel piano z='0 sono dello stesso senso e 
confocali (e quindi le altre due dello stesso senso e colla direttrice a connine), » 

Assumendo invece a superficie generatrice una qualunque associata della S 
m ottengono tutte e sole le congruenze aventi per falde focali due paraboloidi 
equilateri immaginarii coassiali, di cui le due parabole principali situate nel 
piano x=0 hanno i fuochi immaginarii coniugati e la direttrice (reale) in comune. 

Tutte le superficie di B o n n e t considerate in questo § hanno per evoluta 
media un punto, sono oioè altre^, nello spazio S, superficie d' AppelJ. 
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SULLA FUNZIONE rT DI GREEN PER LA SFERA 



NOTA 



DEL 



Dott. LUCIANO ORLANDO 



Se S è UD corpo limitato da una superficie a, se v denota la direzione della 
normale (in un senso stabilito), per un punto generico di a, se ancora M| rap- 
presenta un polo arbitrario fissato in 8; ed M un punto arbitrariamente vari^ 
bile, intendiamo per funzione n^^ di Green relativa al campo S una funzione 
G^ , la quale, finché M non esca da S, rimane regolare colle sue derivate fino 
a quelle d'ordine 2n, e verifica Tequazione 

e che, inoltre^ quando M va in un punto generico di o, verifica le condizioni 

dove r denota la distanza di M da M, e a deve assumere i valori interi 1, 2,..., 
n — 1. 

Si abbia una sfera di raggio a, e si chiami M'^ un punto, ottenuto dal punto 
M, con un'inversione per raggi vettori reciproci rispetto alla sfera data ; denoti 
ancora r' la distanza di M da M', , e p la distanza di M, dal centro della sfera, 
e si ponga : 

* a 
Il Prof. Marcolongo in un elegante lavoro (^) dimostra ohe la Q„ per 



0) Rend. dei Lincei. Anno 1901^ 2<) semestre, pag. 131. 
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la sfera si esprime nella segaente forma : 

dove le y^ sono date dal seguente sistema di equazioni di primo grado : 

Ti + Ti+ • • • + Tf».i Tn=l 

(2n - 3) Tf . +(2n-6) Ti+ • • • + T,.-! -Tn- 

(2n-3)(2n-4) Yi +(2n-5)(2n- 6) T,+ . . • 4-1-2 Yn=0 



(1) 



(2»-3) . . . (2n-i-l) YH (2n-.6) . . . (2n-i-3) Yi+ ...=*= 1-2 .. . (t-1) T,»=0 



Nel citato lavoro il Prof. Marcolongo non risolve generalmente il si- 
stema (1), ma si limita a calcolare i coefficienti delle tre funzioni 6| , G, , G4. 
In nna successiva nota C) lo stesso Autore, pur non abbandonando le conside- 
razioni che lo avevano indotto a stabilire il sistema (1)^ abbandona questo si- 
stema, e con alcune relazioni di ricorrenza, ingegnosamente stabilite, viene a 
capo della questione, assegnando per la Q^ la forma : 

1 . 3 > 5 , , , (2n->3) rr,>^-3 / n-l\ r ,«"- V 
'•'"^ '^ 2.4.6... (2n-2)L2n-3 \ 1 ^ 2n-5 






(2) 



Sebbene la trattazione possa con ciò dirsi esaurita, non mi pare tuttavia 
inopportuno far notare come la via primitivamente scelta dal Marcolongo 
guidi a una soluzione, che è almeno altrettanto semplice quanto la seconda. As* 
segneremo dunque un metodo generale per mettere sotto forma breve e chiara 
un'arbitraria 7^, ricavata dal sistema (1). 

Premettiamo intanto alcune osservazioni algebriche, d'indole assolutamente 
elementare. 



(*) Kend. del Circolo matematico di Palermo: ad. 11 maggio 1%2. 
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Se k^ , kffkf , . . . ,k^ denotano n quantità costasti, il detenainaMet: 



1 

ki{kr-l) 
&.(&,- l)(fc, -2) 

• • • • 

• • • • 

• • • • 



1 



• • »• 



• • • 



kji^'-ih) . .. -. KiK'^) 

k,(k^-lXkt-2) . . . k^(k„-l){k^-2) 



(3) 



equivale al determinante: 



1 


i 


1 


... 1 


A, 


*, 


«:, 


• • • *» 


k* 


V 


V 


• • • *» 


*.» 


V 


*,» 


• • • "»» 



• • 



■ • • 



K n-1 r. n-1 r. ft-1 T. n-1 

n^i A«tt /b* • • ■ ntf 



n 



come risalta subito, se sviluppiamo i prodotti che figurano nelle varie righe del 
primo, e facciamo .alcune facili osservazioni relative alla somma dei determi- 
nanti. 

Deduciamo che il determinante (3) equivale al prodotto di tutte le diflTeren- 
ze, che si formano togliendo dalle k di maggiore indice quelle d'indice minore. 

Ora noi stabiliamo il seguente sistema di n equazioni : 



.T, 



+a7j+ 



-fa?^=l 



k^Xy 
fc,(A;,-l)r,4- 



T '^2*^2 • • • 
2v 2*^/1 I • • • 






fc,(A:,-l)(fc,-2)j;,+&,(*,-l;(fc,-2)a;,+ . . . +*„(ft,-l)(&„-2)«„=0 



• • • • 



fra le n variabili co^ ^ x^ ^ x^ , . , , ^ x^^. Se vogliamo ricavare Tincoguita Xi , que- 
sta ci risulta , supposte le k fra di loro differenti., data da una frazione , della 
quale il denominatore è il determinante dianzi esaminato, e il numeratore ò in- 
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▼ece nn visibile minore di questo dtiterminante^ col segno + se z è dispari, col 
segno -• se t è pari. I fattori: 

sono rispettivamente comuni agli elementi della prima, seconda, . . . colonna di 
questo minore ; il quale, liberato da questi fattori, che si porranno in evidenza, 
si riduce subito agevolmente al prodotto delle differenze che si ottengono to- 
gliendo dalle k di maggior indice quelle d'indice più piccolo ; eccettuata, perai* 
tre, k, , la quale non deve figurare in questo minore. Ora sopprimiamo le diffe- 
renze che risultano comuni al numeratore e al denominatore, e^ mutando il segno 
delle i-I differenze fra Ac^ e le i-I grandezze k d'indice minore, otteniamo: 

^'"^ (k,^k,){k^^k,) . . .{k^^kii • 

Nel caso del sistema d' equazioni (1), le grandezze che qui chiamiamo x^ 
sono le "y,. , le k sono rappresentate dai numeri 2» — 3 , 2» — 5 ,...,— 1 , e le 
differenze fra le k sono altrettante potenze di 2, se Tindìce del minuendo supera 
quello dell'altro termine, e di — 2, se l'indice del minuendo è più piccolo. Con 
trasformazioni molto semplici, compresa la divisione del numeratore e del deno- 
minatore per 2**""*, si ottiene : 

_ (^ l)^<-^^[2n - 3] ! 

T<-2*«-8[n-3]!Iw-i]![i-l]![2(n-i)-ll ' 

dove, quando capiterà, leggeremo : 

0! = 1, 

come fanno molti. Per evitare, invece, convenzioni inutili, noi sopprimeremo il 
caso di n = 1, nel quale è, peraltro, notissimo che si ha G| = 1 : r| , e, per n = 2, 
3, . . • , daremo alla funzione v!^'^ di Green per la sfera la forma : 






(- l)"*'+n2n - 3] ! r xt.n-i) -i^t(i-i) 



tfM - 2) ! In - 1] ! [t - 1] ! 12(n - ») - 1] 2»-« 

Troviamo subito : 



(4> 



r, r* 



r. 5 . 7 , , 35 . , 35 . :55 »* 

<^'=-l28'''^l92''' ' -6Ì'''"''*-^32''«'- -^ 128;: ' 



)( 296 )( 

La prima determinazione della G^ si deve al Prof. L a n r i e e 1 1 a (^). Si 
deve al B o g g i o (') an metodo, assolatamente diverso da quello del M a r e o- 
1 n g o , col quale egli , contemporaneamente col Marcolongo, ritrova , in 
altra forma, la O^. 

Ora rimane da far vedere che la (2) e la (4) coincidono. Il coefficiente di 

nella (2) è : 

.+i+, l>3-5...(2n>-3) .n - 1 x 1 

^ ^ 2.4.6.. .(2»-2)l^t-l/2(n-t)-l ' 

che può scriversi : 

( un^i^t [2n-S]] [n-l]l 1 

^ ^ 2*"-»In-l]!r»-21![n-t-]l|»-lj'2(n-»)-l * 

Per la soppressione del fattore : 

[n-1]! 

cornane al nameratore e al denominatore, questo ed il coefBciente che figura 
nella (4) acquistano perfettamente la medesima forma. 

14 Giugno 1904. 



C) Accademia di Torino^ 1896. 

(*) V.,la nota del Marcel ongo sui Rend. di Palermo. 
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ALCUNE PROPRIETÀ DELL'EQUAZIONE PER LA DIVISIONE 
DEI PERIODI DI UNA FUNZIONE EQUIANARMONICA 



NOTA 



DEL 



Dctt. UMBERTO SBRANA 



In questo lavoro io studio un'equazione algebrica W^(9)=0, che non ò altro 
che quella per la divisione dei periodi di una funzione che indico con ^u ellit- 
tica, la quale differisce dalla Pw equianarmonica per un cambiamento di argo- 
mento. La W^(9)=0 si presenta analoga airequazione per la divisione della lem- 
niscata, specialmente nelle applicazioni alla teoria dei numeri. 

Così io traggo dalle proprietà della W^(<p)=0 due dimostrazioni della legge 
di reciprocità pei residui cubici, come dalle proprietà deirequazione per la di- 
visione della lemniscata si può dedurre la dimostrazione della legge di recipro- 
cità pei residui biquadratici (^). 

Nel § 8 trovo una formula, a mio parere notevole, anche per l'analogia che 
presenta con una di Schwering (*). 

Nel § 9 infine considero il primo membro W^(9) come forma a coefficienti 
interi, trovando alcuni risultati relativi ai suoi divisori. 

§ 1. Introduzione della funzione q;u. Consideriamo la funzione Pi* di W e- 
ierstrass corrispondente ai valori ^^ = , ^j = 1 degli invarianti, funzione sod- 
disfacente all'equazione differenziale : 

P'«u = 4P»tt-l. (1) 

I periodi fondamentali di tale Vu possono prendersi eguali ad io , pio, ove 

P è la radice cubica dell'unità: ed w è una quantità determinata. La 

Pu cosi costruita si dice equianarmonica. Essa appartiene alla classe delle fun- 



0) Eisenstein. Creile Journal. Bd. 30 e 39. 

(*) Schwering, Creile Journal. Bd. 107. Pag. 218. 
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zioni ellittiche a moltiplicazione complessa, come si deduce dall' essere il rap- 
porto p dei suoi periodi l'indice della forma binaria quadratica a discriminante 
negativo : 

lì teorema di moltiplicazione complessa per la "Pu considerata, dedotto da 
quello generale valevole per una "Pu qualsiasi della classe suddetta , è il se- 
guente : 

« Se a + 6p = r è un numero intero (^) del corpo quadratico (l, p), cioè se 
a e b sono interi razionali, sussiste la formula : 

ove le a^ e le b^ sono numeri razionali nel solito campo (1, p) essendo : 

N=:a*-a6 + 6* = N(r) 
la norma del numero r. » 

Nel caso speciale in cui m sia un numero intero primo, primario (^), ìmpari , 
il Dantscher ha precisato il teorema precedente dimostrando che : 

(t^-JNm) jp^. - ^^ pj^_^^ ^ ^^ ^^^^ ^_^_^clj, P«*-i- «^tTh . . . + 1 ' ^ ' 

ove le e e le a sono numeri interi divisibili per m (^). 

Dalla formola di addizione per la Pu, tenendo conto della (1), e dall' altra 
ben nota: Ppw = p Pw, si traggono le altre : 



P«w-1 _. _ p3u + 2 

(1^ 



P[(l - p)]^ = * "^^^ * ; P2w = Pu;;^:-^ . (3) 



co •* w 

Dalla prima delle (3), facendovi u = , si ottiene P, = 0. 

1— p 1— p 

Di qui segue che la funzione : 



\ 1-0/ 



si annulla in tutti i punti u = A:(o con k intero. 



{^) D'ora in avanti dicendo numero intero , intenderemo di significare un nu- 
mero come r, 

1*) Vedere l'opera: «Die Lehre von der Kreistheilung » di Bachmann, 
pag. 187. 

(^) Per la dimostrazione di questo teorema del D a n t s e h e r vedere nei Math. 
Annal. Bd. 12, pag. 241. 
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Essendo m primario, cioè wi ^ — 1 mod3, noi avremo la serie di egaaglianze: 



onde applicando la (2) noi troviamo : 



(4) 



§ 2. Consideriamo l'equazione algebrica in f : 

<?^-^ + c^cp»^-^ + . . . + c^q)»^!-»" + . . . - m = 0. (5) 

Essa, come risulta dal porre nella (4) w = — con k intero, ha per radici 

m 

ki*ì 
tutti i numeri o — ove A: è il precedente. 

• m "^ 

A causa della periodicità della ^w, per avere tutte le jjl-I radici della (5)> 

ìcio 
basterà in cp — far percorrere a fc un sistema completo di resti rispetto al mo- 
dulo, m, eccettuato lo zero. Ora è noto come un tale sistema sia, per es., il se- 
guente : 

^2 } 9^2 y P*^2 



s s 3 



ove rj , r, , . . , , r^^^ sono jt— 1 numeri incongrui fra di loro e con lo zero, ri- 
spetto al modulo w. Avremo dunque che le radici della (5) saranno : 



9 



• 



'"ti" 



m 
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Ora si ha manifestamente la serie di eguaglianze : 

quindi potremo dire che le radici della (5) sono le seguenti : 



'fé) . »fé) • • ■ '(¥) 

-m-7 



dimodoché il loro prodotto sarà : 



D'altra parte, essendo jt della forma 6X + 1, si ha : 
dunque : 

§ 3. Legge di reciprocità pei residui cubici. Diamo qui una dimostrazione 
della legge di reciprocità pei residui cubici, fondandoci sulle proprietà delle ra- 
dici della (5) [^). 

Sia n un numero intero non divisibile per m, allora si ha : 

n * ^p^modm 



ove e ha uno dei valori 0, 1, 2 ; f si dice il carattere cubico di n rispetto al 



(^) Una dimostrazione di qnesta legge, dedotta dalle proprietà della Pu eqnia- 
narmonica, si trova data nel lavoro già citato del Dantscher. 
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modulo rrif ponendosi, col simbolo di Eisenstein: 



m = ^'- 



Ora è molto facile il dimostrare che: se fra i numeri nr, , nr^ ; • • • ? «r^^-i 

"ir 

ve ne sono a congrui con numeri della prima colonna dei quadro (6), ^ congrui 

con quelli della seconda^ y congrui con quelli della terza (modulo m), si ha: 

Se dunque teniamo conto della relazione 9(pu) = p ^u e della periodicità di 
^u, avremo : 

Supponiamo che n sia primo, primario^ impari e di norma v, allora appli- 
cando la (4); avremo : 

9(— nu) _ nG(9*) + 9^'* 
<fu 1 -t- nH(cp') 

ove G ed H sono simboli di funzioni razionali intere, a coefficienti interi. Sosti- 

. , . . VmÌù TmLO 3 , 

tuiaoQO in questa identità successivamente per u -^— , -^— , . . . , — e mol- 
tiplichiamo fra loro membro a membro le relazioni cosi ottenute, tenendo conto 

— 1 = (- 1)— j- = + 1 ; otterremo : 

Se sviluppiamo da una parte e dall'altra i prodotti, ordinando per potenze 
di n, si vede che i coefficienti di queste sono funzioni intere simmetriche a cocf- 
ticienti interi delle radici dell'equazione : 

fe=i Jiz* 

sono quindi essi stessi dei numeri interi. Cambiando dunque, come è lecito, la (9ì 



(*) Vedi Bachmann, 1. e. pag. 192. 
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in congruenza modn, si avrà : 



8 



lii^n ^-m -^- 




quindi, a causa della (7) : 



anche : 



m ® = j —1 modn, 



la quale esprime appunto la legge dì reciprocità per due numeri tn , ?i primi , 
primari, impari. 

Essendo 2 = — 1 mod(l - p) si trae facilmente dalla seconda delio (3) : 

cp(- 2w) _ (p'?A + 2 
^u 49^14— i ' 

e da questa, operando nel modo sopra usato, si trova : 



[|] = [?]• 



m 

§ 4. Supponiamo il numero ?» primo, di quelli la cui norma |jl è un numero 
primo reale della forma 6X + 1. Sia g una radice primitiva modTw, ossia un nu- 
mero tale che in 1, ^, ^*> • • • 9^^' si abbia un sistema completo di resti modm 
escluso lo zero. Il numero g sia di più primo con 2(1 — p), e soddisfi alla con- 
gruenza : 

ttzi 
^ ' = p modm. 

Se Z è primo con wi, le radici della (5) saranno : 

Adoperando il teorema di moltiplicazione complessa per la c« , espresso 
dalla (4) avremo : 

To-To . Ti-^'CTo) ; Ti=*'(Yo) ; • • • Iv^^t^V-'irio) \ To-*^"HTo), (IO) 
ove tj; è simbolo di funzione razionale a coefficienti interi : avendosi : 

e analogamente per ì^\'Xq) etc. 
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La (5), avendo i suoi coejfficienti e, , c^ , . . . interi, divisibili per m e non 
essendo rultimo divisibile per ni*, è irreduttibile nel campo di razionalità dei suoi 
coefficienti, a causa di un noto teorema di Eisenstein {}). 

Le (10) dimostrano che le radici : 

To = »(0 ; Ti = 0(^0 ; . . . T,.-2 = e(/"*0 

formano cosi ordinate un unico periodo, che quindi la (5) ha per gruppo di G a- 
1 o i s un gruppo ciclico ; ma essa è irreduttibile, come abbiamo osservato, dun- 
que tale gruppo non è altro che quello generato dalle potenze della sostituzione 
ciclica : 

S = (To Ti • • • Ti.-»)- 

Osserviamo che per operare la S sulle 7o > Ti ? • • • Tpi-i basta porre gì in 
luogo di l, poiché : g^'^ = 1 modm. 

§ 5. Combinazioni cicliche di 3^ online. Noi definiamo per combinazione ci- 
clica di 3o ordine delle radici della (5) una funzione razionale intera a coeffi- 
cienti interi di esse, che indicheremo con F(/), tale che sia: 

Figi) = p F(Z). 

In conseguenza di questa relazione, si ha che F\l) rimane invariata per le 
sostituzioni del gruppo di G a 1 o i s della (5), che quindi è nota razionalmente 
nel campo (1, p). D' altra parte, un teorema di E i s e n s t e i n ci dice : che 
una funzione numerica (*) delle radici di un' equazione, che come la (5) abbia 
il primo coefficiente eguale ad uno e gli altri numeri interi, se è razionalmente 
nota è eguale ad un numero intero (^). Avremo dunque che F^(Z) sarà eguale ad 
un numero intero. 

Una funzione ciclica di 3o ordine è : 

P(0 = 0(0, ©W-.. 0(^*^0, 

poiché infatti si ha; P(^Z) = p P(Z), essendo g^ ^g modm. 
Pel secondo teorema di Eisenstein citato, avremo : 

FP» = ft , 

essendo h un numero intero; di qui elevando al cubo si trae; tenendo conto 



(^) Creile Journal. Bd. 39. 

(*) D'ora in avanti per funzione numerica intenderemo di dire: intera a coeffi- 
cienti interi. 

(») Creile Journal. Bd. 39. 
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della (7) : 

Siccome F^ è un numero intero, avremo h = mh^ con ft, pure tale, quindi 
dalla precedente si trae successivamente : 

s 

§ 6. Altra dimostrazione della legge di reciprocità. Sia n un numero primo, 
primario, avremo : 



9(- nu) _ nG{f) + <p^-^ ^-Wn^ 



da cui : 

cp(— 7iw) = 9^tt + wÌ?w G(9^m) — 9(— nit) H(9'w)|. 

Se in questa poniamo u^— — , otterremo, con le notazioni già stabilite: 

vn 

> 

0(- nlg') = &*{lg') + n «(Z) , (11) 

ove 0(0 indica una funzione numerica delle radici della (5). La F(/) considerata 
nel § 5 sarà della forma: 



lSo^.,_a _,e»» (0 0"' {gì) . . . eV« (g^-H) 



ove la sommatoria è da estendersi a un certo numero di combinazioni degli c- 
sponenti aQa, — oi^_2 ? essendo poi le S numeri interi. Se noi ora imma- 

giniamo di formare F^(Z) e partiamo dalla precedente espressione di F(/), si vede 
subito, tenendo conto della (11) e del teorema di Format: 

8* ^8 modm, 

che si può scrivere : 

r(i) = 2:s«^«^..« e^- m) e\--ngi) . . . e"**-*(- n/-^o + nT{i) = 

(12) 

= F(- ni) {■ nT(t) , 

* 

essendo T(Z) analoga a 0(Q. 

Abbiamo trovato nel § 5 che : 



da cui elevando alla potenza 



v + 2 
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Quest'altima, tenendo conto della (12)^ ci dà Taltra: 

(P(- ni) + nT(l)) F«(Z) = m » h^^^K (13) 

Poniamo che si abbia : 

— n^g* modm ; 

UL-1 

allora, come si vede elevando questa congruenza alla potenza — — y sarà : 



'■ = [=?] = fò] • 



Avremo dunque, ricordando la proprietà di definizione della F(Q 



F(-nO = p'P(Z) = [j]p(0, 



tenendo conto della quale, la (13) si trasforma nell'altra: 

y+t j. -| 

L971 J 

avendo posto T^(l) - T(l) F\l). Da quest' ultima, applicando il teorema solito di 
Eisenstein del § 5, deduciamo che T(Z) è eguale ad un numero intero , 
quindi potremo scrivere la congruenza : 

m» .V^*= --ImVmodn. (13)*" 

Supponiamo di avere scelto F(Z) in modo che F^(0 non sia divisibile per n, 
il che è sempre possibile, bastando perciò prendere per combinazione ciclica, per 
es., laP(0. Allora dividendo la (13)*** da una parte e dall'altra per mh^\ il che 
è lecito perchè h^ è primo con n, avremo : 



m ' ^,^"' ^1 — I modn ; 



da cui infine, applicando il teorema di Format generalizzato, in conseguenza 
del quale è A|^~* ^ 1 modn, deduciamo : 



[?] = [i] 



§ 7. Eiduttibilità delV equazione W„,(9) = 0. Insieme alle combinazioni cicli- 
che di 30 ordine considerate nel § 5 ^ e che noi diremo di l** specie, si possono 

VCL. ZLII. 89 
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considerare quelle di 2^ specie; definite dalla relazione : 

F(gl) = p^Fil). 

Per queste ultime si trova, adoperando un ragionamento analogo a quello 
usato per quelle di 1^ specie, Tespressione : 

essendo h^ un numero intero. 

Indichiamo il primo membro deirequazione fondamentale (5) con W^(f). È 
evidente che si ha: W^ = WoW4Wjt, ove: 

Wo = (? - Yo)(? - Y«) • • • (9 - Ysdx^i)) 
^1 = (9 - Yi)(9 - Yi) • • • (9 - Yex-t) 

W, = (9 - YiK? - Ys) • • • (?- Yex-i) 

avendo posto: N(m) =: pi = 6X + 1. Se in queste espressioni si cambia { in Ig, ossia 
se si eseguisce la sostituzione ciclica S , Wo , W| , W^ si permutano ciclicamente 
fra loro, in modo identico rispetto alla variabile cp. 
Segue da ciò, che le tre fanzioni : 

Wo + W, + Wj 
Wo + p W| + p»W, 
Wo + p^W, + p Wj 

sono tali che cambiandovi l in Ig^ la prima rimane invariata, la seconda si ri- 
produce moltiplicata per p*, la terza si riproduce moltiplicata per p. In altri ter- 
mini 1 coefficienti della prima sono funzioni razionalmente note, quindi eguali a 
numeri interi, delle radici di W„((9) = 0; i coefficienti della seconda sono combi- 
nazioni cicliche di terzo ordine e di 2^ specie; quelli della terza sono combina- 
zioni cicliche di 3o ordine e di 1^ specie. Avremo dunque, tenendo presenti le 
espressioni trovate per le combinazioni cicliche : 

Wo + W, + W, = Fo(9) 



Wo + p W, + p* W, = \/m» P|(9) 

8 

Wo + p*W4 + p Wt = V»H Pt((p) , 
ove Fo , F| , Ft sono simboli di fanzioni numeriche di 9. Da queste ultime, ri- 
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solfe rispetto a W^ , W^ , Wj , si trae : 



8 3 

3Wo = Fo(9) -H \' w»* F,((p) + Vm Fj((p) 



9 8 

3W, = Fo(?) + p* n/w*P,((p) ■\'p\lm F,((p) 



3W, = Fo(9) -h P >/m« F,(9) + p« Vm F,(9). 

Possiamo dunqne dire dire che : 

L'equazione Wm(9) = è irreduttibile nel campo di razionalità dei suoi coef- 
fìeienti, ma diviene riduttibile e precisamente si spezza in tre fattori di eguale 

^— , 
grado, non appena si aggiunga a tale campo la quantità Vm. 

§ 8. Valore elettivo del numero intero W^(l). Veniamo ora a stabilire una 
formala, la quale dà l'espressione molto semplice del numero intero W^(l). 

(0 

Facendo u = nella formula : 

P[(l-p>]= ^'^-^ 



(1 - p*)*P*tt 



si trova che è P =0; se invece vi facciamo u=-^, osservando che si 

ha: P- = e 3 = (1 - p)(l — p*), troviamo che è: P'-r=l. 

1 — p o 

Poniamo ora nella {2\ del § 1 u= - : poiché m è primario si ha m^ - 1 

3 

modS, quindi: Pfw -) =pf — - J =P« > avremo dunque come risultato di tale 

sostituzione nella (2) : 

1 + e, + Cj + . . . + C| + . . . — m = m* + d, -h . . . + dfc 4- . . . »- 1 . 
Questa può anche scriversi, osservando la (4) del § 1 : 

W„j(l) = m* + d, + . . . -f rf^ + . . . + 1. (14) 

D'altra parte è subito visto che le radici dell'equazione : 



'ÌT^<T^-^<^)' 
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sono le seguenti : 



Cf)'K'f) »('J|!) 



, . . . ; 



■m ^m ^(^) 



p» p* Pi 

y . • • } 






ove i numeri r^ , r, , . . . r^^^ sono quelli della prima colonna nel quadro (6) 
sarà dunque : 

^•" 8 



' C''"Cf ))■ 



Facendo in quest'ultima i/ = l, vediamo che la (14) ci dà l'altra: 

1 ^^ 
1... g 



n (p'C^)-) 



w«(i) = ^zr • (i*> 

i...-g- 



n*-'^ 



Con lo stesso ragionamento che abbiamo adoperato per dedurre la (8) del 
§ 3, si può ottenere l'altra : 



|X-1 



1... 

8 



np(^) 

r-i=— ^ 

X...— 



ove è n incongruo a modm. 
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Se ora poniamo nella prima delle (3) successivamente per u 



r,w r^iù r^i fa) 
m m f 



ed eseguiamo il prodotto membro a membro , delle relazioni cosi ottenute, a 
vremo, tenendo presente il valore ultimo trovato di j - 1 : 



1... 
8 



1.-1 



t m J 



1 ^zl 

8 



(16) 



(>-,). -r n P<^) 



Sapponiamo che sia : 

\ — p^g* modm , 

ciò che si esprime dicendo che 8 è l'indice di 1 - p, ponendo: 8 = ind(l — p). 
Avremo : 



=^ ri — PT 

(1 - p) • = 1 1 = pi"d(i-P)modm 

L W J 



onde la (16;, tenendo presente la (15), diverrà : 

WJl) = pi»d(i-P).(l - p)^ » = 3 » .pind((^-P)P) (17) 

che è la formula definitiva. 

§ 9. I divisori della forma W^((p). Veniamo ora a studiare il primo membro 
della (5), W^(9), come forma a coefficienti interi della variabile 9, che suppor- 
remo percorrere la serie dei numeri interi. E noto che si dice essere un numero 
ntero n divisore della W^^((f), quando è possibile determinare il cp in modo che 
riesca : 

W^(<p)^0 mod/i. 

Orbene, risulta dalla (17) che il numero 3 ^ è un divisore della forma 

tz5 Vizi 

W„(<p), poiché infatti basta prendere 9^1 mod3 ^ , per avere: W,^(9)^=0 modS ' . 
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Si ha poi che anche m ò un divisore di W^(9), infatti basta prendere ^^=0 modm* 
perchè ne segna: W„j(9)^0 modm. Sia. ora n un numero intero, primo, prima- 
riOy la cui norma v sia un numero primo, reale, della forma 6A; + 1. Se z indica 
una variabile intera, si ha : 



z(z^l)(z^2) ... (s5-v f l)=2^-6,«^-i-|-6jZ^*- ... +6,.,«=0 modv ; (18) 

quindi, poiché z*^z modv, avremo: 

- b^z*'* -f 6j2^"« - . . . f (òy., + 1)« = modv , 

la quale dovendo sussistere per ogni valore di 2; ci dà : 

òi ^ , &2 ^ , . . . òy ., ^ — 1 modv. 

Generalizziamo ora il concetto di congruenza cosi: diciamo che due funzioni 
numeriche F,(^) , F^{1) delle radici della (5) sono congrue fra di loro mod&, con 
& intero qualsiasi, quando la differenza F^{l)--F^{l) ha 1 suoi coefficienti divisi- 
bili per &. 

Poniamo ora nella (18) « = 9 - T& essendo 9 intero e Y/t = ?l J ; stando 

alla precedente definizione, avremo: 

(9-1ffc)(<P - 1 -Y*) ••• (?-^ ^■l-Yk) = (?-Tft)'-(?~Tk) modn, (19) 

poiché: v^O modn. 

Poiché i coefficienti binomiali dello sviluppo (9 — Yfc)^ sono tutti divisibili 
pei V , quindi per n, airinfuori del primo e deirultimo, sarà : 

(9 - Ya)' = f- Y»^ modn 
e siccome <p^ ^ <p modu, avremo ancora 

(S> - -IkY ^9 --^k* naodn. 
Tenendo conto di quest'ultima la (19) diviene : 

(<P - Y/r)(? - 1 - Y*) •• • (?->' + 1-T») = Y*-Y*'' modw. (20) 

Dalla (11) del § 6 si trac: 

0(- nlg') - Y/k' + ^ *(0 , 

se dunque supponiamo w^ — 1 modm, avremo: ©(— «^^*) = Yfe) quindi: 

Y^ — Yft^ = ^ *(0 ^ modn, 
la quale ci permette di trasformare la (20) ulteriormente così : 

(f - yO(^ - 1 - Y*) • • • (9 -■ V 4- 1 - yO = modn. 
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Ponendo ivi successivamente per k: 0, 1, ... |i — 2 e moltiplicando membro 
a membro^ le congruenze ottenute, avremo : 

W^(<P) W^((f - 1) . . . W«((p ^ V + 1) = modn»*-*. (21) 

Secondo la definizione di congruenza già data, quest'ultima è equivalente 

W„(?) W,(9 - 1) . . . W J? - V + 1) = n"-' W) , 

essendo ^{l) una funzione numerica delle radici della (5). 

Essendo 9 un numero intero, si ha perciò, a causa del secondo teorema di 
Eisenstein del § 4, che ^{l) è pure eguale ad un numero intero, onde la (21) 
è da intendersi valevole nel senso ordinario. 

La (21) ci dice che almeno uno dei numeri W^(9) , W^(9-l),...W„j(?-v-|-l) 
è divisibile per n. Potremo dunque asserire che : 

La forma W^{<f) ammette per divisori tutti i numeri primi primari ^ — 1 
modm. 

Consideriamo la congruenza: 

^mM = 9**"* + ^l'P^"^ + . . . - m = modji 
e diciamo che essa ammette s radici eguali a Oq , quando si abbia : 

W^(9o) s modn' ; 

allora la (21) 'ci dice che: 

La congruenza di grado pi — 1 in qp : W^i^) ^ modn ammette , nel caso 
di n primo, primario, e ^ — 1 modtn, precisamente pi - 1 radici distinte, o coin- 
cidenti. 

Pisa, 7 Febbraio 1904. 
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SOPRA DNA LEGGE DI RECIPROCITÀ NELLE CURVE INVILUPPO 



NOTA 



DELi 



Prof. A. BARTORELLI 



1. Sia una retta mobile, riferita agli assi coordinati xy, rappresentata dalla 
equazione : 

(1) y =px -^ q. 

Se si conosce la legge di dipendenza fra 1 parametri q Q p, che scriverò 
simbolicamente : 

(2) q = q{p) , 
si potrà scrivere la (1) sotto la forma: 

(3) y = px + q{p) 

e, quando la leggo (2) sia tale che la famiglia di rette corrispondente alla equa- 
zione (3) abbia un inviluppo, la equazione di tale inviluppo in coordinate xy si 
otterrà, come è noto, eliminando p fra. le due equazioni : 

!y = px + q(p) 
= fl? + -2. 
dp 

Scriverò la equazione deirinviluppo, supposta calcolata, sotto la forma sim- 
bolica : 

(4) y = yix). 

Considero ora la (1) come una equazione nelle coordinate p Q q t con i pa- 
rametri X, y legati fra di loro dalla equazione (4) ; la (4) darà in questo caso la 
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legge di dipendenza dei dae parametri che fissano la posizione della retta ri- 
spetto agli assi coordinati p e g. Allora la famiglia di rette 

(5) 5 = — xp + y(ir) 

potrà avere un inviluppo che, ove esista, sarà rappresentato da una eqnazionq 
fra p e 9 che potrò indicare con 

(6) q = q,(p). 
Ora dico che è 

infatti consideriamo il sistema delle equazioni (1)^ (2) e (4) come corrispon- 
dente alla prima famiglia di rette, cioè alla famiglia dì rette (3) ; esso è costi- 
tuito da tre equazioni con quattro variabili, quindi, appena fissato il valore di una 
delle variabili, esso determina completamente Je altre tre. Cosi, fissato per esem- 
pio ^0) J» (2) ci dà ^0 e i due valori pq , q^ individuano una retta speciale della 
famiglia (3) *, quindi il sistema : 

( y = Pifo -h go 
(8) 

( y = 2/(05) 

serve a determinare una coppia di valori particolari oc^ , y^ per x , j/, cioè a fi8-> 
sare un punto particolare sulla curva (4), che è il punto di contatto fra la retta 
e la curva. 

Ma poiché le 07, y sono anche i parametri delle rette della famiglia (5) cosi 
al punto particolare {cc^yo) ^^^ll^ curva (4) corrisponderà in detta famiglia una 
retta parrieolare : 

Fra le infinite coppie di valori p, q che soddisfano alla (9) i due p^ , q^^ pre- 
cedenti soddisfano contemporaneamente anche alla 

q = q{p) ; 

dunque la curva (2) e la retta (9) hanno a comune il punto (Po?o)* 
Inoltre la seconda delle (3') ci dà per p^^PqI 



(: 



dq\ __ 

tdpyp-Po 



quindi la retta (9) è la tangente alla curva (2) nel punto (Po9o)) ossia, poiché 

VOL. XLU. 40 
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ogni curva è V invilappo delle sue tangenti , la curva di equazione q = q(p) è 
l'inviluppo delle rette della famìglia (9) cioè, come volevo dimostrare, essa coin- 
cide con la (6) o in altre parole sussiste la identità : 

3i(p) = 3(i>)- 

Risulta dunque che : 
« se una famiglia di rette ha una curva inviluppo, la^curva che corrisponde alla 
« legge di dipendenza dei due parametri ^dcUa retta*mobile*è l' inviluppo della 
« famiglia di rette che si ottiene prendendo per coordinate*correnti i parametri 
« e per parametri le coordinate correnti dij^prima. :» 

2. La proprietà precedentemente enunciata si può estendere, con qualche mo- 
dificazione, al caso più generale di curve qualsiansi dipendenti da due parametri 
legati da una relazione nota. 

Sia infatti una famiglia di curve : 

(10) f(xy ap) = 

riferite agli assi coordinati x, y e dipendenti dai due parametri a , ^ legati fra 
loro dalla relazione : 

(11) P = P(a). 

Nell'ipotesi che esista un inviluppo della famiglia di curve (10) è noto che 
se ne troverà l'equazione eliminando a fra le duejequazioni : 

f|a?I/ap(a)| = 
d 

ossia fra le due 

Ìf|ajya?(a)! --=0 
da "^ Sp da - 
Sia questa equazione rappresentata da 

(13) qf(aJ?/) = 0. 

Preso allora un valore particolare>o per a la (11) darà il corrispondente 
valore g^ per p, e le due equazioni: 

(14) ^no^«o%)=o 

?(aì]y) = 
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formeranno un sistema atto a dare una serie di coppie di valori per cOy y^ che 
potremo indicare con {X(y^{x^y^ . . . (a?„i/^), le quali saranno le coordinate dei 
punti di contatto P| , P, , . . . P^ fra la curva inviluppo e le inviluppate della 
famiglia (10). 

Indicheremo con 



(a-dui).-" 



la ideDtitÀ in cui si muta la seconda delle equazioni (12) quando in essa si fac- 
cia a = «0 , p = Po > 20 = a?^ , 1/ = y^ (r = 1-2 . . . n). 
Se ora noi scriviamo sotto la forma: 

(16) y = ì;,(x) 

una delle equazioni che si possono ottenere risolvendo la (13) rispetto ad ^ e ci 
riferiamo ad un sistema di assi coordinati a e p, considerando ac, y come para- 
metri, avremo una nuova famiglia di curve : 

(17) /{«pajC.W|=0 

la quale avrà la sua curva inviluppo, quando esista, rappresentata dalla equa- 
zione che si ottiene eliminando x fra le due 



napajC,(a?)ì = 



(18) a 

-/1apxC.(a;)|=0 

e che potremo rappresentare con 
(19) *(ap) = 0. 

Si può dimostrare che la (19) corrisponde alla stessa curva che è rappre- 
sentata dalla (11). 

Presa infatti a considerare fra le coppie di valori {x^y^^x^y^ . . . (c^nVn) ^^^ 
speciale (oc^t/^) di quelle che soddisfano alla (16) sarà fissata una curva parti- 
colare : 

della famiglia (17); e se insieme a questa equazione noi consideriamo l'altra 

% = ?(«) 

ic due saranno certamente soddisfatte dai valori particolari a = «o , ^ =" P« ; cioè 
le due curve corrispondenti avranno a comune il punto a^^o* 



** 
*■ 
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In questo punto comune poi le due curve hanno per coefficiente angolare 
della tangente rispettivamente : 



(il 

Ve»?/, 



/dfx 
\da}„ ' 



dove gli indici r e 0, apposti alle derivate, conservano il significato che avevano 
nella (15) ; e in forza della (15) stessa si ha identicamente : 









\da/o 



Dunque le due curve sono tangenti nel punto {oLq%\ cioè la curva : 

P = m 

rappresenta l'inviluppo della famiglia di curve (17), o almeno una sua parte. 

Ma se ora ricordiamo che le coppie di valori x^y^ non possono scegliersi 
arbitrariamente, ma sono tutte e sole quelle che corrispondono a valori di a e ^ 
che soddisfano la (11), vediamo che la curva di equazione f = p(a) deve essere 
rìnviluppo di tutte le famiglie di curve del tipo (17) e che quindi le equazioni 
(11) e (19) corrispondono alla stessa curva, come appunto si voleva dimostrare. 

La dififerenza che si ha fra questo caso e quello delle rette sta in ciò che 
ora i punti di contatto fra la curva inviluppo corrispondente alla equazione (13) 
e le inviluppate della famiglia (10) possono essere più d' uno, anziché uno solo 
come nel caso delle rette; che le equazioni (16) corrispondono in generale ad 
altrettanti rami della detta curva inviluppo, sopra ognuno dei quali si trovano 
solo alcuni dei punti di contatto relativi ad ogni curva della famiglia (10) ; che 
ad ognuno di questi rami corrisponde una particolare famiglia di curve del ti- 
po (17) con Xf y parametri, per ciascheduna delle quali famiglie la curva invi- 
luppo corrisponde alla equazione : 

p = ?(«)• 

Ne segue che o le curve corrispondenti alla equazione (11) e a quelle del 
tipo (19) coincidono per intero, o le curve del tipo (19) sono parti di quella rap- 
presentata dalla (11). 
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YITA E OPERE DI L CREMONA (*) 



(di E. BERTINI, a Pisa). 



Un grande matematico , un uomo superiore per mente e per animo , Luigi 
Cremona, è morto in Roma il 10 Giugno 1903, di malattia cardiaca, che da più 
di un anno ne insidiava la salute e la vita. 

A luì e ad altri eminenti matematici Battaglini , Bel trami , Betti , Brioschi, 
Casorati , ora pur troppo tutti scomparsi , deve l' Italia il risveglio e i notevoli 
progressi degli studii matematici, che si verificarono nella seconda metà del 
secolo scorso fra lo agitazioni e le lotte del risorgimento nazionale : ma spetta 
in ispecial modo al Cremona il merito della nuova vita a cui furono richiamati 
in Italia gli studii di Geometria pura e deir impulso vigoroso che questi vi eb- 
bero nella via aperta da Poncelet, Mòbius, Steiner, Chasles, Plucker, Staudt, 

I fjeoraetri itiiliani che seguirono questa via , anche se non assisterono alle le- 
zioni di Cremona, anche quando la sua produzione scientifica si arrestò, lui chia- 
marono Maestro, perchè sentivano di appartenere alla sua Scuola, di derivare da 
lui, dai suoi alti insegnamenti, dalle sue opere immortali (**). 

Luigi Cremona nacque il 7 decembre del 1830 a Pavia, primo dì quattro fi- 
gliuoli (di cui uno, Tranquillo, fu rinomato pittore) che Gaudenzio, impiegato comu- 
nale, ebbe, in secondo matrimonio, da Teresa Andreoli. Fece nella città natale gli 
studii liceali ed universitarii, interrompendoli nel 1848 per partecipare come volon- 
tario alla guerra deirindipendenza. Militò per 18 mesi e fu ai principali combatti- 
menti dell'eroica difesa di Venezia, distinguendosi per disciplina e coraggio. Com- 



(*J Questo breve articolo fu già pubblicato nei Proceedings of the London ma- 
thematical society (Series 2, Vol^ 1)* Ora, uscendo nuovamente in questo Giornale^ 
per desiderio della Direzione del Giornale stesso, ha subito alcuni piccoli ritocchi 
e correzioni, desunti principalmente dai ricchi lavori su Cremona di G. Loria {Bì- 
Uiotheca Mathematica di Enestróm) e di R, Sturm ( Archiv. der Mathematik und 
Physik). 

(**) R. Sturm, nella introduzione airarticolo citato, scrive, riferendosi ai lavori 
del Cremona : " . . . jetzt, wo ich sie von neuem und im Zusammenhange studiert 
habe> kam es mir deutlicher als bisher zum Bewusstsein , in wie umfangreicber 
Weise mein Denken Cremonasches Denken gewesen ist und ich mich seinen SchUler 
nennen kann „. 
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piuti gli studii universitarii, nei quali ebbe a maestri Bordoni e Brioschi, consegai 
con lode , nel 1853 , la laurea di ingegnere civile ed architetto. A Pavia , ove 
fece conoscenza di Beltrami e Casorati, venuti all'Università alcuni anni dopo di 
lui^ rimase fino al 1856 , dapprima come privato ripetitore di Matematica , poi, 
fatto il necessario anno di prova nel ginnasio , come professore supplente nel 
Ginnasio stesso : ed a Pavia fece le due prime pubblicazioni [1,2| (*) ispirate ri- 
spettivamente a lavori dei suoi due maestri. Fu poscia nominato professore ordi- 
nario e rimase per più di due anni nel Ginnasio di Cremona, dove, continuando con 
instancabile alacrità negli studii geometrici già avviati, pubblicò intorno ad essi 
le prime ricerche e pose le basi del suo avvenire (**). Nel 1859 passò ad inse- 
gnare nel liceo S. Alessandro (oggi Beccaria) di Milano e nel 1860 fu chiamato 
alla cattedra di Geometria superiore nella Università di Bologna^ assumendovi 
inoltre V insegnamento della Geometria descrittiva e per alcuni mesi anche quello 
della Geometria analitica. Trasferitosi a Milano nel 1866, vi insegnò la Statica 
grafica nel Politecnico e la Geometria superiore in quella. Scuola normale che 
Brioschi si proponeva di annettere airistituto stesso. Nel 1873 accolse V invito di 
recarsi a Roma come Direttore della Scuola degli Ingegneri , che egli ricostituì 
e ordinò con singolare perfezione , conservando V insegnamento di Statica gra- 
fica, che, nel 1877 , cambiò in quello di Matematiche superiori : e questi ufficii 
tenne fino al termine di sua vita. 

Difficile è raccogliere in brevi linee la grande opera scientifica del Cremona. 
I primi passi che egli mosse nella Geometria moderna non provennero già da 
qualche impulso ricevuto in lezioni universitarie, che queir insegnamento, accolto 
con onore e successo in Francia e in Germania, non aveva allora alcuna vitalità 
nelle Università italiane, ove pur rifulgevano per altri rami alcuni nomi insigni : 
ma provennero dall'opera generosa di un' illustre analista , il Brioschi, il quale, 
seguendo il rapido moto delle Matematiche nelle loro varie manifestazioni, vi 
indirizzò alcuni dei suoi eletti discepoli, porgendo loro consigli, libri, aiuti. Ciò 
è confermato dallo stesso Cremona, che, nella sua elevata Prolusione al Corso 



(*) Questi numeri fra parentesi quadre si riferiscono alTElenco delle pubblica- 
zioni di Cremona posto in fine, il quale fu tratto integralmente dal citato articolo 

di G. Loria. 

(**) Cremona pi ose in moglie nel 1854 la signora Elisa Ferrari, uscita da una 
famiglia di patrioti. Ne ebbe tre figli, la signora Elena C.» Perozzi, Tlng. Vittorio 
e la signora Itala Cozzolino. La morte della moglie, ottima signora e ottima madre, 
avvenuta nel 1882, fu cagione di grande afflizione al Cremona, il quale ebbe a scri- 
vere agli amici che a lei, che gli aveva procurato quiete e serenità d'animo, pren- 
dendo sopra di sé tutto quante le cure della casa e della educazione dei figli, egli do- 
veva i suoi studii (5 la sua carriera. Nel 1887 sposò in seconde nozze la colta e distinta 
signora Anna Manor-MUller, la quale gli fu gentile e, affettuosa compagna fino agli 
ultimi istanti. A lei e ai figli il pensiero delle virtù e dell'altezza scientifica a cui 
arrivò l'estinto sollevi Tanimo afflitto ! 



r 
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di Geometria superiore nella Università di Bologna [25], rende al Brioschi pub- 
blica testimonianza Mi gratitudine (*). 

I principali lavori che rivelarono la potenza geometrica di Cremona e lo 
indicarono'per una delle cattedre di Geometria superiore istituite in Italia nel 186 ^ 
(un'altra, a Napoli, essendo stata pure degnamente affidata al Battaglini) sono 
quelli sulla cubica gobba [9, 10], della quale varie proprietà metriche e proiet- 
tive, ed il sistema nullo relativo ad essa sono dedotti mediante la rappresenta- 
zione parametrica , che soltanto più tardi Cremona seppe essere dovuta a M5- 
bius; ed ijlavori sulle quadriche inscritte in una sviluppabile dì 4» classe e sulle 
coniche ^inscritte in una sviluppabile di 4® ordine e di 3^ classe [11, 12] conte- 
nenti molti teoremi metrici , particolarmente sulla specie di dette quadriche e 
coniche. 

Cosi in guestì, come nei lavori Immediatamente successivi, ad es. sulle qua- 
driche omofocali, sulle coniche e quadriche congiunte [19, 20], il metodo di dimo- 
strazione è fondato^sulla Geometria analitica, che Cremona applica con sagace 
ingegnosità , giovandosi abilmente dei perfezionamenti che allora vi erano stati 
introdotti, in particolare facendo proficuo uso delle coordinate tangenziali. Anche 
lo varie soluzioni di esercizii uscite durante lo stesso periodo (1857-60) nei 
Noav. ann. de mathéni., alcune delle quali assurgono ad esposizioni di teorie 
[ad es. 16, 17|, sono ottenute d'ordinario coir applicazione deiranalisi algebrica 
alla geometria. 

Cremona aveva aperti gli occhi al sole della geometria pura, come egli stesso 
ebbe a dichiarare (♦*}, e aveva già mostrate in quei suoi primi lavori la forza, 
l'eleganza e Taccuratezza della sua mente, ma non aveva ancora trovata la sua 
via, né abbracciato per intero il campo dell' indagine geometrica del suo tempo. 
Nei lavori stessi le sue ricerche sono in gran parte ispirate alle opere di Chasles, 
delle quali dimostrano o completano o accrescono varii risultati. La prevalente 
influenza della Scuola francese e specie di queir insigne geometra sulla prima 
produzione scientifica del Cremona^ se già non risultasse dalle sue stesse dichia- 
razioni, sarebbe evidente per molteplici segni. Caratteristica, ad es., è la recen- 
sione della " Geometrie dér Lage „ di Staudt [8], nella quale, pur lodando l'opera 
egregia, si lamenta con frasi incisive il divorzio delle proprietà descrittive dalle 
metriche e sijricorda che Chasles aveva rimproverata la medesima esclusività, 
sebbene non tanto esagerata, alla celebre scuola di Monge! (*♦*). 

Però , grazie ad insuperabili energia e costanza di lavoro , ben presto 



(*) Ciò è pure confermato dalle nobili dichiarazioni fatte dal Cremona in una 
sua lettera scritta in occasione delle feste commemorative del 25^ anniversario (1878) 
della fondazione del Politecnico di Milano (Cfr. nota 3* del § 2 del citato articolo 

di G. Loria). 

(**) Cfr. la Commemorazione di Veronese nel t. 12 dei Rendiconti della R. Ac- 
cademia dei Lincei. 

(**♦) Anche da altri fu fatta allora^quelPosservazione sull'Opera di Staudt, della 
quale soltanto più tardi si riconobbe la grande importanza. 
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Cremona s'impadronì completamente anche dei metodi e delle ricerche della 
Scuola tedesca e dominò tutto il movimento che portava alla formazione di una 
nuova dottrina geometrica. Al contatto dei lavori dei grandi geometri stranieri 
si determinò rapidamente quella evoluzione del suo spirito verso i metodi geo- 
metrici puri, pei quali la natura lo aveva formato (*). Il che si scorge già nelle 
" Considerazioni di Storia della geometria „ [22], nell' occasione della pubblica- 
zione del trattato di Amiot tradotto dal Novi , le quali offrono opportunità, al 
Cremona di presentare un notevole quadro storico , ove sono pure ricordati i 
geometri napoletani e il metodo delle equipollenze di Bellavitis colle sue inte- 
ressanti applicazioni : e più ancora si scorge nella Prolusione surricordata, nella 
quale le principali conquiste fatte dalla Geometria nella proiettività delle forme 
di 1**, 2% 3% specie e nelle forme che ne sono generate, vengono esposte in beiror- 
dine e animate da un vivissimo amore per la scienza, che fa dire al Cremona : 
"... me beato se esso mi darà potenza d' infondere in voi , o giovani , quella 
sete di studii, senza la quale nulla si fa di bello e di grande !„ (**;. 

Dal 1861 si delineò chiaramente un nuovo indirizzo nel metodo di dimostra- 
zione e nella composizione dei lavori di Cremona. Il quale accolse e seguì i pro- 
cedimenti geometrici spogli dì qualunque algoritmo e già diffusi per opera d' in- 
signi maestri, Poncelet, Chasles, Steiner, Staudt; ma vi diede una impronta pro- 
pria, che si esplicò e si perfezionò sempre di più nei lavori successivi , caratte- 
rizzata da una singolare agilità e semplicità di dimostrazioni, da una forma limpida 
ed eletta e da un sentimento artistico squisito. Della quartica di 2^ specie [28 1 
espose in una bella e organica trattazione le proprietà scoperte da Cayley, Salmon, 
Steiner, ed altre sue, come una costruzione lineare della curva, generalizzata poi 
ad una classe di curve in altro lavoro [30]; della superficie gobba di 3° grado 
fece conoscere le proprietà fondamentali [27] e più tardi (nel 1862) illustrò il caso 
osservato da Cayley [40]; delle sviluppabili di 5o ordine (pure nel 1862) [37] enunciò 
varie eleganti proprietà, dando in fine un notevole esempio di sistema nullo d'or- 
dine superiore , che è il primo conosciuto (cfr. R. Sturm , Linien Geometrie , I, 
pag. 78); e sulla cubica gobba, intorno a cui ricercò a più riprese dal 1861 al 
1864 [24, 38, 39, 41, 46, 54, 67], raccolse un'ampia messe dì proprietà metriche 
e descrittive, di alcuna delle quali aveva già trattato analiticamente, rispetto ai 
punti e piani congiunti, alle specie delle coniche inscritte nella sviluppabile osca- 
latrice e delle quadriche passanti per la cubica^ alla determinazione della cubica 



(*) Nel 1872 Cremona, nella bella e vigorosa Prefazione agli Elementi di Geo- 
metria proiettiva, scriveva: ^ . . , diedi maggior rilievo alle proprietà grafiche che 
non alle metriche; mi attenni ai procedimenti della Geometrie der Lage di Staudt 
più spesso che a quelli della Geometrie supérleure di Chasles. • • . n* 

(**) Il programma ivi svolto riguarda le proprietà descrittive, ma Cremona av- 
verte che ciò ha fatto perchè quelle si lasciano enunciare assai facilmente senza 
bisogno di ricorrere a simboli algebrici, e aggiunge che, nelle lezioni a cui prelude, 
avrà un riguardo ancor maggiore alle relazioni metriche. ... e cita in appoggio 
alcune parole di Chasles. 
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stessa mediante punti e corde, a suoijcasi particolari^ specialmente a quello della 
cubica osculatrice al piano air oo , ecc. 

Ma la pubblicazione nella quale Cremona spiegò luminosamente le eminenti 
qualità del suo temperamento artistico ed un'ampia e profonda coltura geometrica 
è r « Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane 7^ pubblicata 
nel 1862 [29], tradotta poi in tedesco dal Curtze e in boemo dal Weyr. Nel 1852 
era uscito per la prima volta il celebre trattato del Salmon, che esponeva la 
teoria delle curve piane con metodo multiforme , ma prevalentemente analitico 
e in relazione alla teoria invariantiva delle forme algebriche. Cremona si propose 
invece nel suo trattato di dimostrare tutti i risultati noti , in ispecie quelli im- 
portantissimi soltanto enunciati da Steiner, e di Aggiungerne altri nuovi coi soli 
mezzi delia geometria pura. La qual denominazione ora si può forse osservare 
non esìgere del tutto appropriata, che il metodo geometrico ivi seguito, sebbene 
proceda sempre col puro ragionamento, tuttavia richiede necessariamente alcuni 
teoremi fondamentali algebrici, mentre il nome di geometrìa pura suole attri- 
buirsi ad un organismo geometrico affatto indipendente dall' algebra (Staudt ^ 
Edtter, De Paolis, . • • ). 

Colla detta opera, le cui lievi imperfezioni furono in parte corrette in un lavoro 
successivo [56] e nella edizione tedesca, Cremona arricchì la teoria delle curve 
polari di nuove proprietà; e da questa ricavò; in una trattazione mirabile per 
unità di metodo ed eleganza di forma, tutte le cognizioni allora acquisite nella 
Geometria proiettiva delle curve piane , in particolare di 3» ordine , trovate da 
altri per vie diverse, facendovi inoltre numerose ed importanti aggiunte, special- 
mente rispetto alle curve invariantive , da lui chiamate Heaaiana ; Steineriana, 
Cayleyana. Ben può dirsi che egli riusci, con quell'opera; allo scopo propostosi 
di dififondere in Italia l'amore per le speculazioni di geometria razionale ! 

Le teorìe e 1 metodi dell' « Introduzione » trovarono felici applicazioni in 
numerosi e svariati lavori pubblicati in pochi anni (1862-65). Fra questi, oltre a 
quelli già ricordati e ad altri di minore importanza, sono da menzionare le due 
eleganti Memorie [58, 67] sopra la superficie di Steiner e l' ipocicloide a tre re- 
gressi; nelle quali le proprietà scoperte da Steiner, KtLmmer, Weierstrass, SchrOter 
sono magistralmente collegate in semplici e armoniche trattazioni e accresciute 
di nuove proprietà; quali l'esistenza di una quadrica passante per le quattro co- 
niche di contatto dei piani doppi della superficie di Steiner e i teoremi relativi a 
certi poligoni circoscritti all' ipocicloide. 

Però^ fìra i lavori del periodo ora accennato, primeggiano, per l' importanza 
che ebbero nel progresso della Geometria moderna, le due Note sulle trasforma- 
zioni geometriche delle figure piane. La prima Nota, del 1863, [36], oltre il con- 
cetto generale di tali trasformazioni, dà le due equazioni fondamentali a cui 
debbono soddisfare i numeri dei punti di eguale moltiplicità comuni alle curve 
di un piano che corrispondono alle rette dell'altro e la effettiva costruzione; me- 
diante curve gobbe, di quella classe particolare di dette trasformazioni che si di- 
cono di Jonquières o « isologiche «. È giusto ricordare che Jonquières aveva già 
dato di queste, nel 1859, un accenno senza dimostrazione nella lettera d'invio 
(Comptes rendus, 49) con cui presentava una sua memoria sulle curve gobbe rimasta 

TOL. ZLII. 41 
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inedita fino al 1864 (e poi pubblicata in riassunto nei Nouv. ann. de matb., 3^, e inte- 
gralmente nei Giornale di Matein. 23^}, dichiarando però che quelle trasformazioni 
offrivano qualche interesse per sé, ma ne acquistavano sopratutto per Tapplicazione 
alle curve gobbe. Tale accenno presumibilmente sfuggi al Cremona, tanto più 
che non piccola parte della sua Nota era appunto destinata alla determinazione 
di quelle panicolari trasformazioni. Cosi pure deve essere sfuggita al Cremona 
Tosservazione di Magnus nella prefazione alla « Sammlung von Aufg. und Lehrs. 
aus der analyt. Geom. (Berlin, 1833) » sulla esistenza di una trasformazione nella 
quale alle rette corrispondono quartiche con tre punti doppi e tre semplici, ad- 
dotta, pare y ad esempio di trasformazioni ottenute colla composizione o ripeti- 
zione di trasformazioni quadratiche (*) : mentre nel t. 8 di Creile (1832) , come 
Cremona avverte , Magnus (al pari di Schiaparelli) concludeva invece alle sole 
trasformazioni quadratiche ed omografiche come trasformazioni biunivoche fra 
due piani. Questi precedenti ad ogni modo non tolgono a Cremona il grande 
merito di avere per primo compresa tutta l'importanza del problema di queste 
trasformazioni e sopratutto di averne data la soluzione completamente generale. 

La seconda Nota, del 1864, [66], ove sono citati Jonquières e Magnus, è un'ag- 
giunta di gran valore alla prima, per Io studio della jacobiana di una rete oma- 
loidica e per il teorema delPeguaglianza dei numeri di due soluzioni coniugate, 
trovato per via induttiva non del tutto completa , e dimostrato poi da Clebsch 
(Math. ann. 4) e da altri (**;. Ben a ragione quelle trasformazioni si chiamarono 
« cremoniane » e si disse « cremoniana » la geometria delle proprietà che ri- 
mangono per esse invariate ! Il loro studio forni nuovi mezzi e nuovi argomenti 
alle ricerche geometriche , come nello involuzioni piane, nelle singolarità delle 
curve piane, ecc. 

Negli anni 1866-67 Cremona , estendendo il concetto dell' « Introduzione », 
pubblicò i « Preliminari di una teoria geometrica delle superficie » [74], Quasi 
contemporanea fu la presentazione all'Accademia di Berlino della Memoria [76] 
sulle superficie di 3^ ordine , pubblicata più tardi nel Creile , la quale ottenne 
dall'Accademia stessa metà del premio fondalo da Steiner (**♦). Quelli e questa, 
riuniti poi , con numerose aggiunte , nella traduzione tedesca di Cartze (1869), 
offrono una esposizione sistematica e sintetica della teoria proiettiva delle super- 
ficie, con particolare applicazione a quelle di 3^ ordine, fondata sulle proprietà delle 



{*) Anche Cremona, nella introduzione alla Nota in discorso, osserva che dalla 
composizione di più trasformazioni quadratiche nascono trasformazioni di ordine su- 
periore al secondo. Il teorema inverso che ogni tale trasformazione è una composi- 
zione di trasformazioni quadratiche fu trovato più tardi quasi simultaneamente da 
Clifford, Noether, Bosanes (Cfr. il lavoro di Clebsch citato sotto) e, in seguito ad 
una obiezione di Segre, dimostrato rigorosamente da Càstelnuovo. 

(*♦) Nel 1873 le due Note, fuse insieme ed accresciute, furono tradotte in firan- 
cese dal Dewnlf (Bullet. d. se. mathém., 5). 

(***) Cremona ebbe nuovamente il premio Steiner , per intero, nel 1874, " als 
Anerkennnng fUr seine ausgezeichneten geometrischen Arbeiten », 
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superficie polari. Forse per alcuni dei primi concetti e teoremi, e maggiormente 
nei « Preliminari » che nella « Introduzione » si può desiderare una più esatta deter- 
minazione; ma il saggio ordinamento della materia, la semplicità e l' ingegnosità 
delle dimostrazioni e la limpidezza della forma renderanno sempre quei duo trat- 
tati attraenti ed utili per i cultori della Geometria. 

Nella Memoria sulle superfìcie di 3^ ordine è ottenuta la rappresentazione 
piana di una tale superficie coli' aiuto di una trasformazione blrazionale (cubica) 
dello spazio analoga, in un certo senso, alla quadratica del piano, trasformazione 
già considerata da Magnus e da Resse; e ne è fatta applicazione allo studio delle 
curve sulla superficie {*). Al che giunsero simultaneamente (come il confronto delle 
date facilmente dimostra) Cremona e Clebsch, questi avendo invece ricavata la 
detta rappresentazione dalle formole che esprimono la generazione (di Grass- 
mann) della superficie per tre stelle proiettive. La rappresentazione piana della 
superficie di Sieiner e delle superficie gobbe di 3o grado ['3(2] forni pure a Cre- 
mona semplici mezzi per dimostrare , sulla prima superfìcie, il teorema trovato 
analiticamente da Clebsch essere le assintotichc di essa quarticho gobbe generali 
di genere zero, e, sulla seconda, un teorema analogo, nel quale però le assinto- 
tichc sono una specie particolare di dette quartiche , cioè quelle con due rette 
osculatrici : la qual specie particolare, osservata dapprima da Cayley, fu poi og- 
getto di una graziosa Nota di Cremona [78]. Cosi dalla rappresentazione piana 
delle superficie gobbe con due direttrici rettilinee [80] Cremona trasse il nuovo 
e notevole teorema dell' algebricità delle linee assintotichc su tali superfìcie. 

Questi lavori iniziano un' altro fecondo ed importante periodo di ricerche 
consacrato da Cremona alle superficie rappresentabili sul piano e alle trasforma- 
zioni birazionall dello spazio. Sul primo argomento una Memoria classica di 
Clebsch (Math. ann. 1) dava già, oltre a vari esempì, alcune proprietà generali 
ed una di Nocther (ivi, 3) presentava il teorema generale , cosi ricco di conse- 
guenze, della rappresentabilità delle superficie che posseggono un fascio (razio- 
nale) di curve razionali; alla qual Memoria Cremona faceva seguire le due Note 
[92, 93] sulla superficie di 4o ordine con conica doppia e sopra un caso parti- 
colare di essa; studiati con trasformazione quadratica dello spazio. Sull'altro ar- 
gomento delle trasformazioni birazionali delio spazio, oltre la trasformazione del 
2" ordine (la cui inversa è pure del 2o ordine) e la trasformazione (cubica), cui 
si è accennato precedentemente, adoperata da Cremona per la rappresentazione 
della superficie di 3^ ordine, erano già state date da Cayley le formole per la 
trasformazione del 2» ordine la cui inversa è del 3o (Proc. of the London mat. 
soc. 3). Dopo ciò, apparvero quasi nello stesso tempo (1871); e certo indipenden- 
temente l'uno dair altro, i lavori di Noether e Cremona sulle trasformazioni bi- 
razionali dello spazio, particolarmente su quelle di 3o grado e sulla loro appli- 



(*) R. Sturm ( articolo citato ) nota nel procedimento di Cremona una lacuna 
consistente in ciò, che non risulta rigorosamente dimostrato potersi ogni superficie 
di 3^ ordine generare con tre stelle collineari. 
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cazione alle superficie rappresentabili nel piano. Lo stesso Cremona (Cfr. nota nl- 
tima di [95]) si compiace di tale coincidenza anche in minati particolari e tiene 
a dichiarare che fu invogliato a riprendere lo studio delle trasformazioni bira- 
zionalì dalle beile ricerche di Noether pubblicale avanti. 

Nei lavori del Cremona intorno al detto argomento è fondamentale il 
metodo semplice ed ingegnoso, a lui dovuto, per costruire tutti i sistemi omaloi- 
dici ai quali può appartenere una data superficie omaloide e la conseguente 
costruzione delle parti di Jacobiana corrispondenti a linee ; metodo consistente 
in un opportuno spezzamento del sistema lineare imagine delle sezioni della 
superficie con tutte le altre superficie omaloidi dello stesso ordine e aventi le 
stesse singolarità. 

Coir aiuto di questo metodo Cremona riusci, nei lavori [91] , [94] , [95], 
a presentare molteplici e svariati esempì di trasformazioni birazionali e a mo- 
strare una sorgente inesauribile di nuove e interessanti applicazioni (^). Nella 
memoria [98], lasciata incompiuta, egli riassunse, in quella elegante veste geo- 
metrica a lui tanto famigliare, i risultati generali suoi e quelli di Noether (non 
raggiungendo forse in qualche punto della dimostrazione completo rigore); ed 
inoltre diede tutti i casi delle trasformazioni di 2o ordine e parte di quelli del 
30, corredandoli delle formolo dirette ed inverse. 

La trasformazione del 2o ordine, la cui inversa è del 40, fu osservata per 
la prima volta da Cremona e fu da lui applicata a stabilire l'esistenza 
di una superficie rappresentabile sul piano dotata di un tacnodo e tre punti 
doppii, primo esempio (dopo la superficie di 3® ordine) di superficie rap- 
presentabili che non sono monoìdi, né dotate di linea multipla; le quali cose, 
accennate nei lavori citati dianzi, furono poi esposte con maggiore sviluppo in 
altra Memoria [89]. Di quella superficie poco dopo (Nachrichten di Gottinga 7 Giu- 
gno 1871. Cfr. anche Malh. Ann. 23) Noether fece conoscere un tipo più generale, 
cioè con solo tacnodo, pure rappresentabile sul piano^ che fu più tardi (1881) 
oggetto di uno studio diretto di Cremona in una Memoria [112] nei « Collectanea 
Math. in mem. Dominici Chelini ». 

Come a Bologna, cosi a Milano, Cremona die prova dì mirabile attività scien' 
tifica. In vero nel periodo ora descritto (o meglio in una interruzione di esso che 
corre dal 1869 al 1871) egli rivolse le sue ricerche anche ad argomenti di varia 
indole e diversi dai precedenti. Tali sono la bella Memoria [81] sulla classifica- 
zione delle superficie gobbe di 4^ grado, i lavori sulle trasformazioni birazionali 
delle curve [82, 83] e sugli integrali abelianì [86], e quelli sulle 27 rette di una 



(^) N e t h'e r, nella notevole Commemorazione di Cremona (Math. ann. 59), 
giuntami dopo avere consegnato il manoscritto a questo giornale, scrive : ^ Freilich 
ftthrt nicht jede abbildbare Fl&che zu einer Raumtransformation ; aber Cremona 
hat hier eine endlose Kette von neuen eindeutigen Transformati onen und von Ab- 
bildungen hergestellt, bis zu kompliziertesteu und singul&rsten hin, die auf keine 
andere Weise vorauszusehen mOglich gewesen wftre: in der Tat eine " unersch5p- 
fliche Quelle (Math. ann., 4) ^. 
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saperflcie di d® ordine [85] ^ salle linee di corvatara delle saperficie razionali 
particolarmente delle qaadriche [88] , salle tangenti doppie di una curva di 4o 
ordine con punto doppio [90J. 

Le pubblicazioni del periodo suddetto sono rimarchevoli anche per ciò, che 
le considerazioni analitiche vi sono poste esplicitamente a base della trattazione 
geometrica e talvolta usate metodicamente. Cremona, che aveva avuto una edu- 
cazione esclusivamente analitica e che poi aveva sentita fortissima attrazione per 
la geometria pura, non tardò ad accorgersi che le due forze dovevano essere 
associate ed egli le associò difatti nel lavoro di ricerca, pur prediligendo nella 
redazione la forma sintetica. Al Clebsch , col quale ebbe amichevoli relazioni, 
scriveva nel 1864: «Io sono pienamente convinto circa la mutua assistenza eh 3 
l'analisi e la sintesi si prestano nella geometria » (***). 

Oltre ai lavoro [112] dei « Collectanea » (1881), già menzionato, a due brevi 
Note [115, 116] sopra trasformazioni di 6» e 4® ordine le cui inverse sono rispet. 
tivamente del 5^ e del 6^ (1884) e ad una semplice deduzione [117, 118) della 
saperfìcie reciproca di una superficie cubica generale dalla sua rappresenta- 
zione piana (1885) , Cremona nulla aggiunse più sulle trasformazioni birazio- 
nali e sulla rappresentazione delle superficie sopra un piano : cosicché si può 
dire che le sue ricerche in questo campo terminarono nel 1873, all'epoca del 
suo trasferimento a Roma. Ove^ le occupazioni per ricostituire la Scuola de- 
gli Ingegneri, la vita politica e più tardi V incerta salute rallentarono la sua 
produzione scientifica : la quale tuttavia si aggirò intorno a svariati argomenti 
e continuò a spiccare per quei pregi di lucidità, eleganza e felice coordina- 
mento, che dominano in tutti i suoi lavori. Partendo dalla rappresentazione di 
Noether e Lie di un complesso lineare in uno spazio ordinario, egli concluse 
la teorìa dei sistemi di rette di 2^ grado dalle note proprietà delle superficie di 
30 ordine o da quelle di 40 ordine con conica doppia [103] , nel quale lavoro 
accennò espressamente a considerazioni di geometria iperspaziale; da un intimo 
studio della configurazione di 15 rette di una superficie di 3^ ordine con punto 
doppio dedusse , in forma semplice e concisa , i teoremi antichi e nuovi dimo- 
strati da Veronese suU'esagramma di Pascal con considerazioni di triangoli omo- 
logici [106] ] dalla determinazione di particolari esaedri polari rispetto alla super- 
ficie cubica trasse la trasformazione della sua equazione a somma di sei cubi e 
la costruzione dei pentaedro di Sylwester [107] : e infine estese, non solo allo 
spazio ordinarlo, ma all'iperspazio, alcuni risultati di Weyr e Darboux relativi a 
curve piane di ordine n passanti per tutti i punti d' intersezione di n + 1 tan- 
genti di una conica [100]. 

Col lavoro, ricordato innanzi, sulla superficie reciproca di una superficie cu- 
bica (1885), Cremona cessò le pubblicazioni scientifiche (**): ma la Scuola geome- 



(♦) Cfr. Veronese, 1. e. 

(♦•) Nel 1900 compose la bella Commemorazione [120] di Bel trami, col quale 
aveva avuto lunga e fraterna amicizia. 
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trica italiaDa, a cui egli aveva dato origine e vital nutrimento, continaò sicara 
neli' avviato cammino e/ pur allargando V oggetto e|^r indirizzo delle ricerche e 
accogliendo varietà di metodi , serbò inalterato il gusto di quel metodo geome- 
trico purO) al quale Taveva educata il grande Maestro. 

Né cessarono mai in Cemona, fino agli ultimi giorni, l'interesse e l'amore vi- 
vissimo per la scienza. Già, (inondai primi anni del suo soggiorno in Eoma, aveva 
riconosciuto che V ambiente politico e lo nuove occupazioni non erano favore- 
voli ai suoi prediletti studi. Nel 1877 aveva quasi acconsentito alle istanze dei 
Professori Betti e Dìni di trasferirsi a Pisa (e pare ne sia stato trattenuto spe- 
cialmente dalle vive promure del Sella); e allora, ad un suo allievo che in qual- 
che modo a detto trasferimento contribuiva, scriveva di essergli grato " che si 
fosse prestato ad aiutare il suo ritorno alla scienza pura. „ 

Anche nel non breve periodo delle sue sofferenze fisiche Cremona non tra- 
lasciò mai di seguire il movimento scientifico. Al Prof. Segre, che fu a visitarlo 
nel suo studio cinque giorni prima che si spegnesse, quando ancora non si era 
manifestata Tultima crisi, parlò del <c Tagebuch » di Gauss pubblicato dal Klein 
e disse parergli strano che Gauss non avesse pubblicate tante belle scoperte. 
Avendogli il Prof. Segre accennato che nelTSo volume delle Opere di Gauss erano 
molte cose attribuite ad altri scienziati e in particolare la pseudosfera (*;, Cre- 
mona , preso il volume e verificata la cosa , ne mostrò meraviglia e soggiunse 
che gli era sfuggita, quantunque avesse sfogliato con tutta cura il volume stesso ! 

L'amore per V insegnamento e per la diffusione delle idee geometriche non 
fu in Cremona meno vivo di quello per la scienza. I suoi numerosi corsi di 
Geometria superiore toccarono sempre gli ultimi e più notevoli progressi. Ad es. 
nel 1866-66 trattò delle curvo piane di 3® ordine e delle superficie cubiche; nel 
1868-69, degli integrali aboliani secondo il libro di Clebsch e Gordan (onde ebbe 
occasione ai lavori di argomento analogo accennati avanti); nel 1870-71, delle su- 
perficie rappresentabili sul piano e specialmente del teorema di Noether già ri- 
cordato (Math. anir. 3); ner 1873-74 , delle trasformazioni cremoniane nel piano 
e nello spazio; nel 1874-75 , della geometria[[della retta ; negli ultimi anni , dei 
gruppi continui di Lie. 

Meritano inoltre di essere ricordati il corso di Geometria descrittiva a Bo- 
logna e di Statica grafica a Milano. Nel primo Cremona introdusse vari perfe- 
zionamenti, precorrendo a quelli introdotti in seguito, specialmente dal Fiedler; 
di che diede anche un saggio nella Nota di prospettiva pubblicata col pseudo- 
nimo di Marco Uglieni [69]. Nel secondo segui le idee di Culmann e vi portò no- 
tevole contributo. Ne deprivarono il belTopuscoletto [102], tradotto in tedesco ed 
Inglese, e la pregevole Memoria [99], tradotta in inglese , fondata sul concetto 
utile ed ingegnoso di considerare i diagrammi reciproci della Statica grafica come 
proiezioni di due poliedri reciproci in un sistema nullo. 



(*) A pag,^265 del voi. 8° delle " Werke „ di Gauss si accenna prima a super- 
fìcie di rotazione applicabili , poi in particolare a quella che ha per meridiano la 
trattrice e che Gauss chiama ^ Gegensttlck der Engel „. 
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Le doti di Cremona come insegnante erano la chiarezza, la preci^sìone, l'or- 
dine, r arte di presentare coso difficili in forma semplice e piana, e la dizione 
eletta. La sua lezione^ preparata con grande cura, era sempre calma, la sua pa- 
rola sempre meditata e misurata, ma facile ed incisiva, ed il suo insegnaiaento 
non solo penetrava con vigore nella mente dello scolaro e ne accendeva Tamorp 
alle verità geometriche, ma ispirava^nobili ed alte idealità. 

Larga e benefica influenza ebbe anche Cremona nell'ordinamento e nei pro- 
grammi delle scuole secondarie italiane. Per esse , specie per gli studi tecnici, 
pubblicò (dal 1866 al 1868) la traduzione degli Elementi di Matematica del Balt- 
zer ; e con Betti e Brioschi propugnò e difese (*) per le scuole classiche l'ado- 
zione del metodo euclideo. A lui si deve l' introduzione dell' insegnamento della 
Geometria proiettiva, dapprima negli Istituti tecnici (1871), poscia nel !<> anno 
della Università (1876). Appunto ad uso degli Istituti tecnici pubblicò gli otti- 
mi < Elementi di Geometria proiettiva » [101], tradotti in francese, tedesco e in- 
glese, nei quali segui un metodo misto per dare, come egli stesso si esprime, un 
libro assolutamente elementare e tecnico. 

Il forte ingegno, 1' integrità del carattere e l'estesa coltura anche in argo- 
menti estranei alle Matematiche fecero apprezzare assai l'opera del Cremona nel 
Senato del Regno^ ove fu nominato nel 1879 ed ove fu Vice-presidente. Memo- 
rabile è il suo controprogetto di legge sulla istruzione superiore, al quale Cre- 
mona attese^con grande impegno e con fiducia di attuazione, pur troppo delusa 
dalle vicende parlamentari. È pure da notare, fra le numerose relazioni che egli 
ebbe a redigere nell'ufficio di Senatore, quella che compilò poche settimane prima 
di morire, oppugnando, con vigorosa argomentazione e colla consueta lucidità e 
sicurezza, il progetto di una distribuzione delle sezioni degli Istituti tecnici e di 
alcune Scuole superiori fra i due Ministeri di Agricoltura e d' Istruzione. 

Cremona appartenne per moltissimi anni al Consiglio'^superiore della Pub- 
blica Istruzione e ne fu anzi per vario tempo Vice-presidente. Fu inoltre Mini- 
stro della Pubblica Istruzione, ma per pochi giorni (dall' 1 al 29 giugno 1898), 
onde furono frustate le speranze , universalmente concepite , che egli avesse a 
dare un indirizzo serio ed elevato alle cose dell' Istruzione. 

Socio delle più illustri Accademie italiane ed estere, dottore honoris causa 
di Dublino, di Edimburgo e di Christiania, Cavaliere dell'ordine civile di Savoia, 
egli fu nel maggio del 1903, insignito, dall'Imperatore di Germania, per mezzo 
di un inviato speciale, dell'ordine^Potir le mérite, dato a pochissimi in Italia. 

Il carattere di Cremona è scolpito in queste poche parole (**) : « Uomo in- 
tegro , rigido , ebbe forte il sentimento del dovere e per sé e per gli altri. Si 
potè dissentirne in qualchejgiudizio su persone o cose, ma non mai misconoscerne 
la buona fede. Entrandogli in familiarità, si ^osservavano in lui impeti di espan- 
siva ammirazione , o di sdegnoso disprezzo , che rivelavano una natura ricca 



{*) Cfr. la lettera [84] di Brioscbì e Cremona, indirizzata nel 1869 al Direttore 
di questo Giornale. Cfr. anche Nouv. ann. de math. 82- 

(♦♦) D'Ovidw, Cenno necrologico, in Atti di Torino, 38. 
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di sensibilità, avida del bello, insofferente di ogni meschinità. » Ai discepoli suoi 
non risparmiava aperti e severi rimproveri per qualche impazienza nella car- 
riera, o per qualche sosta o lentezza nel lavorare, o per qualche trancuratezza 
nella redazione delle loro pubblicazioni, ma insieme li eccitava e li incorag- 
giava fortemente e nobilmente, dando loro affettuosi consigli e validi aiuti. 

Riteneva giustamente che una redazione ben fatta non poco contribuisse al 
successo di una memoria scieutiiica. Ad un discepolo scrisse : «... la forma di un 
lavoro, se italiana, accurata, chiara, ne può raddoppiare il pregio e certamente 
moltiplica il numero dei lettori ». Egli infatti pubblicò lavori che si leggono sem- 
pre con vero godimento intellettuale, e che fanno amare gli studi geometrici; e 
il suo nome, onore e vanto della nuova Italia, rimarrà imperituro nella Storia 
della Geometria, fra 1 sommi del suo tempo, non solo per la profondità e l'im- 
portanza delle sue ricerche, ma per la genialità dei concetti e della forma, e 
per la elegante struttura delle sue pubblicazioni. 



Elenco cronologico delle pubblicazioni matematiche 

di L. Cremona (^). 



1855. 

1. Sulle tangenti sfero- conjugate. [Pavia, 3 Settembre 1865.] Annali di se. 
matem. 6, p. 382—392. 

1856. 

2. Intorno ad un teorema di Abbl. [Pavia, 2 Maggio 1856.] A n n a li d i se. 
matem. 7, p. 99—105. 

1857. 

3. Nota intorno ad alcuni teoremi di geometria segmentarla, [Cremona, 6 Ago- 
sto 1857.] Programma dell'I. R. ginnasio liceale di Cremona, 
alla fine dell'anno scolastico 1857, p. 1—14. 

4. Sur les questions 321 et 822 {vedere t, XVyp. 154). Nouv. ann. de ma- 
tbém. 16; p. 41-43. 

5. Solution analytìque de la question 344 (Mannheim) (vedere i. XV, p, 383). 
Nouv. ann. de mathém. 16? p. 79—82. 

6. Seconde solution de la question 368 (Cayley) {vedere p. 192). Nouv. ann. 
de mathém. 16) p. 250. 

7. Seconde solution de la question 369 {vedere p. 192). Nouv. ann. de ma- 
thém. 16, p. 251-252. 

1858. 

8. Rivista bibliografica. Beitràge zur Geometrie der LagCy von Dr. K. O. C. 
VON Staudt. Nttrnberg 1856—1857. [1 Marzo 1858.] Annali di matem. 1, p. 
125-128. 

9. Sulle linee del terz* ordine a doppia curvatura. Nota. [Cremona, Aprile e 
Giugno 1858.] Annali di matem. 1, p. 164-174, 278-295. 



(') Questo Elenco, come gi& si é detto, è quello pubblicato nell'articolo più volte ci- 
tato di G. Loria. Anche la precisa determinazione del lavoro [28] mi fu comunicata per 
iscritto dal Loria. 

Le date fra le [ ] sono o quelle indicate dall'autore stesso o quelle delle sedute ac- 
cademiche nelle quali ebbe luogo la lettura dei differenti lavori. Fu omesso di notare i 
rapporti accademici e simili. 

▼OL. XLIJ. 42 
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1859. 

10. Sulle linee del terz^ ordine a doppia curvatura. Teoremi» [Cremona, Ottobre 
1858.] Annali di m a t e m. 2, p. 10-29. 

11. Intorno alle superficie della seconda classe inscritte in una stessa superficie 
sviluppabile della quarta classe. Nota, [Cremona, 14 Dicembre 1858. j Annali di 
m a t e m. 2^ p. 65—81. 

12. Intorno alle coniche inscritte in una stessa superficie sviluppabile del quar- 
ta ordine (e terza classe). Nota, [Cremc^na, 22 Febbrajo 1859.] Annali di matem. 
2, p. 201-207 [vedere un Erratum id. T. 3, p. 384). 

13. Solution de la question 436 (vedere T. XVÌII^ p. 186), N o u v. a n n. de 
mathém. 18, p. 199>204. 

1860. 

14. Solution de la question 464 {vedere T, XVIIIy p. 117). Nouv. a n n. de 
mathém. 19} p. 149-151. 

15. Solution de la question 465 (vedere T. XVIII, p. 117). Nouv. ann. de 
mathém. 19, p. 151-153. 

16. Sur les coniques sphériques et nouvelle solution generale de la question 498, 
Nouv. ann. de mathém. 19, p. 269-279. 

17. Solutions des questions 494 et 499; méthode de GrassmanN et propriété de 
la cubique gauche. Nouv. ann. de mathém, 19, p. 356—361. 

18. Sopra un problema generale di geometria, [Milano, 1 Giugno 1860]. An- 
nali di matem. 3^ p. 161—171. 

19. Rivista bibliografica: Sulle superficie di second^ ordine omofocali. Annali 
di matem. 3; p. 241-244. 

20. Sulle coniche e sulle superficie di second'ordine congiunte, [Bologna, 12 Di- 
cembre 1860.] Annali di matem. 3, p. 257—282. 

21. Intorno ad una proprietà delle superficie curve, che comprende in sé come 
caso jyarticolare il teorema di DuPiN sulle tangenti conjugate. [Bologna, 3 Gennajo 
1861.] Annali di matem. 3, p. 325-335. 

22. Considerazioni di storia della geometria^ in occasione di un libro di geome- 
tria elementare pubblicato recentemente a Firenze, [Cremona, 28 Marzo 1859. Ag- 
giunta: 9 Maggio 1860.] Il politecnico 9, p. 286—323. 

23. Intorno ad un* operetta di Giovanni Ceva, matematico ^milanese del secolo 
XVII. Rivista ginnasiale e delle scuole tecniche e reali, An- 
no VI, 1859, p. 191-206. 

1861. 

24. Sur quelques propriétés des lignes gauches de troisième ordre et classe. [Mi- 
lan, 27 Mara 1860.] Journ. f ti r Mathém. 58, p. 138-150. 

25. Prolusione al corso di geometria superiore letta nelV università di Bologna 
nel novembre 1860, Il politecnico 10, p. 22—42. 
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26. (l. C.) Trattato di prospettiva rilievo» Traile de perspective relief par M. 
PouDRA. Paris 1860. Il politecnico 11, p. 103-108. 

27. Sulle superficie gobbe del terz" ordine. [Bologna, 1 Febbrajo 1861. Aggiunta: 
Marzo 1861.] Atti delTist. Lomb. [Milano] 2, p. 291-302. 

28. Intorno alla curva gobba del quarf ordine per la quale passa una sola su- 
perficie di secondo grado. Memoria [letta ai 7 di Marzo 1861 davanti all'accademia 
delle scienze dell'istituto di Bologna.] Anualidimatem. 4, p. 71-101. R e n d. 
dell'acc. d. se. di Bologna 1860-1861, p. 58-63. 

29. Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane. [Sessione 19 Di- 
cembre 1861.] M e m. d e 1 1' a e e. d. se. di Bologna 12, p. 305 436. 

30. Courbes gauches décrites sur la surface d' un hgperboloXde à une nappe, 
iSéance du 24 juin 1861.] Comptes rendus Paris 52, p. 1319—1323. An- 
nali di m a t e m. 4, p. 22—25. 

31. Rivista bibliografica: 0. Hesse, Vorlesungen ilber analytische Geometrie des 
Raumesj Leipzig 1861. [Bologna, 10 Febbrajo 1862.] Annali di m a t e m. 4, 
p. 109-111. 

32. Solution de la question 545 {vedere t, XIX j p. 402). N o u v. a n n. de m a- 
thém. 20, p. 95-96. 

33. Sur la question 317 (vedere t. XV. p. 52). N o u v. a n n. de m a t h é m. 20, 
p. 342-.343. 

34. Sur un problème d^ homographie (Question 296) (vedere t. XVIIIj p. 50). 
Nouv. ann. de mathém. 20; p. 452—456. 

1862. 

35. Intorno alla trasformazione geometrica di una figura piana in un^ altra pur 
piana, sotto la condizione che ad una retta qualunque di ciascuna delle due figure 
corrisponda nelValtra una sola retta. [Sessione 27 Marzo 1862.] R e n d. d e l T a e o. 
d. se. di Bologna 1861-62, p. 88-91. 

36. Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane. M e m. d e 1 T a e e. d. 
se. di Bologna 22; p. 021-631. Giorn. di matem. 1, 1863, p. 305—311. 

37. Sur les surfaces développables du cinquième ordre. [Séance du 17 mars 1862.] 
Comptes rendus Paris 54, p. 604—608. 

38. Mémoire de geometrie pure sur les cubiques gauches [Bologne, 21 avril 1861; 
additiou 27 octobre 1862.] Nouv. ann. de m a t h é m. 1^ , p. 287 304, 366-378, 
436-446. 

39. Note sur les cubiques gauches, [Bologne, 24 juin 1861.] Journ. fiir Ma- 
thém. 60; p. 188-192. 

40. Sur les surfaces gauches du 3^ degré. [Bologne, 1 septembre 1861.] Journ. 
fur Mathem. 60, p. 313-320. 

1863. 

41. Un teorema sulle cubiche gobbe. [Cornigliano, 19_Settembre 1863.] Giorn. 
di matem. 1, p. 278-280'. 

42. Questioììi proposte 16—18. Giorn. di matem. 1, p. 280. 
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43. Corrispondenza, [Lettera a N. Trddi, colla data: Cornigliano, 16 Settembre 
1863.] Giorn. di matem. 1, p. 317-318. 

44. Questioni 19—22 (L. Romance). Questioìii 23-25. Giorn. di matem. X^ 
p. 318-319. 

45. Area di un segmento di sezione conica, Giorn. di matem. 1, p. 360—364- 

46. Sulla projezione iperboloidica di una cubica gobba. Nota, [Bologna, 26 ot- 
tobre 1862.] Annali di matem. 5; p. 227-231. G i o r n. d i m a t e m. 2; 1864. 
p. 122-126. 

47. Sulla teoria delle coniche. Nota. [Cornigliano (presso Genova), 4 Agosto 
1863.] Annali di matem. 5, p. 330-331. G i o r n. d i m a t e m. 1, p. 225-226. 

48. Rivista bibliografica : CEavres de Desàrodks réunies et analysées par M. 
PoUDRA. Annali di matem. 5, p. 332-336. Giorn. di matem 2, 1864, 
p. 115-121. 

1864. 

49. Sulla teoria delle coniche. Nota. [Bologna, 21 Febbrajo 1864.] Giorn. di 
matem. 2, 17—20, p. 192. 

50. Rivista bibliografica: Sulla teoria delle coniche. [Bologna, Novembre 1864.] 
Annali di matem. 6, p. 179—1 90. Giorn. di matem. 3» 1865, p. 60— 64, 
113-120. 

51. Considerazioni sulle curve piane del terz* ordine, colle soluzioni delle que- 
stioni 26 e 27 (T. 2"^ di questo giornale, p. 29). [Bologna, 24 Maggio 1864.] Giorn. 
di matem. 2, p. 78—85. 

52. Questione 28. Giorn. di matem. 2, p* 30. 

53. Questioni 30—32. Giorn. dì matem. 2, p. 62. 

64. Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe ed in ispecie sulla pa- 
rabola gobba, Rend. del Face. d. se. di Bologna 1863—64, p. 25—28. M e m. 
del Tace. d. se. di Bologna 3^7 P- 355—358; Giorn. di matem. 2, p. 
202-210. 

55. Sur le nombre des conique qui satisfont à des conditions doubles. [Séance 
7 Novembre 1864.] Comptes rendus Paris 59, p. 776—779. 

56. Sopra alcune questioni nella teoria delle curve piane. Annali di ma- 
tem. 6, p. 153-168. 

57. Sur les hyperboloides de rotation qui passent par une cubique gauche don- 
née. [Bologne, Octobre 1863.] Journ. fttr Mathem. 63| p. 141—144. 

58. Sur la surface du quatrième ordre qui a la propriété d'étre coupée suivant 
deux coniques par chacun de sesplans tangents. [Bologne, 12 février 1864.] Journ. 
fQr Mathem. 63, p. 315-328. 

59. Questions 663, 664 et 666 (Faure) (vedere t. XX, p. 66). Nonv. ann. do 
mathém. 3g , p. 21—25. 

60. Question 491 {vedere t. XVIIIy p. 443). Nouv. ann. de mathém. 3^ 
p. 25-30. 

61. Questions 677, 678 et 679 (SchrOter) (vedere 2* sèrie, t. Il, p. 622). N o n v. 
ann. de mathém. 32 ^ P* 31—33. 

62. Question 380. Nouv. ann. de mathém. 32; P» 127—129." 
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63. Questioìii 33—34. Giorn. d^ì matem. 2, p. 91 e 3? p« 81. 

64. On the geometrical transformationg of piane curves. Report of the 
meetiDg held ai Bath in sept. 1864 by the firit. ass. for advance- 
ment ofscìence, p. 8—4. 

1865. 

65. Questione 44, 6 i o r n. di matem. 3} p* 64—81. 

66. Sulle trasi ormazìoni geometriche delle figure piane. Nota IL R e n d. d e 1- 
Tace. d. se. di Bologna 1864-65, p. 18—21. M em. d el T ac e. d. se. di 
Bologna, 6, , p. 3-35. G i o r n. di matem. 3, p. 269—280, 363-376. 

67. Sur Vhypocycloìde à troia rebroussements, [Bologne, 10 Mai 1864.] Journ. 
ffir Mathem. 64; p. 101-123. 

68. Démonstration géomélrique de deux théorèmes r elati fs à la sur face d'égale 
pente circonscrite à une conique, [Bologne, 19 Mai 1865.] Nouv. ann. de ma- 
them. 4, p. 271-275. 

69. (Marco Uolibni) I princtpii 'della prospettiva lineare secondo Taylor [Du- 
centola^ Settembre 1865.] G i o r n. di matem. 3, p- 338—343. 

1866. 

70. On the fourteen-points conic. Messenger of mathem, 3» p- 13—14. 

71. On normals to conics; a new treatement of the suhject. Messenger of 
mathem. 3; p. 88—91. 

1867. 

72. Rappresentazione della superfieie di Steiner e delle superficie gobbe di 3^ 
grado sopra un piano, [Sedata, 24 gennaio 1867.] Rend. dell'ist. Lomb. 
[Mi Uno] 4; p. 15-23. 

73. Un teorema intorno alle forme quadratiche non omogenee fra due variabili, 
[Sedata, 27 giugno 1867.) Rend. d e 1 T i s t. Lomb. [Milano] 4; p. 199-201. 

74. Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Rend. dell'acc. 
d. se. di Bologna, 1865-66, p. 76-77 ; 1866-67, p. 72—73. M e m. d e 1 T a e e. 
d. se. di Bologna 6, p. 91-136; 7, p. 29-78. 

75. Extrait d'une lettre à M. Chables. [Séance^ 27 Mai 1867.] G o m p t e a 
rendus Paris 64, p. 1079—1080. 

1868. 

76. Mémoire de geometrie pure sur les surfaces du troisième ordre. Journ. 
Itir Mathem. 68, p. 1-133. 

77. Sopra una certa famiglia di superficie gobbe, [Sedata, 6 febbraio 1868.] 
Rend. d e 1 1' i s t. Lomb. [Milano] Ig , p. 109-112. 

78. Sopra una certa curva gobba di qiuirt' ordine. [Sedata, 19 marzo 1868.] 
Rend. d e 1 T i s t. Lomb. [Milano] 1^ , p. 199-202. 

79. SuWopera del Prof, Casorati " Teorica delle funzioni di variabili com- 
plesse „ {voi. I) Relazione, [Seduta, 7 maggio 1868.] Rend. dell'ist. Lomb. 
[M il a n o] Ig , p. 420-424. 
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80. Rappresentazione di una classe di superficie gobbe sopra un piano, e deter- 
minazione delle loro curve assintotiche. Annali di m a t e m. I2 > p. 248—259. 

1869. 

81. Sulle superficie gobbe di quarto grado, R e n d. d e 1 T a e e. d. se. di Bo- 
logna 1868—69, p. 96—97. Mem. dell'acc. d. se. di Bologna 827 P« 
235-250. 

82. Sulla trasformazione delle curve i per ellittiche [Sedu<"a, 29 aprile 1869.] 
R e n d. d e 1 T i s t. L m b. [Milano] 2^2 ) p» 566—571. 

83. (Con F. Casorati). Intorno al numero de^ moduli delle equazioni e delle 
curve algebriche di dato genere. Osservazioni, [Seduta, 13 maggio 1869.] R e n d. 
d e 1 r i 8 t. L o m b. [Milano] 2^ , p. 620-625. 

84. (Con F. Brioschi). Al sig. direttore del Giornale di matematiche ad uso 

degli studenti delle università italiane. [Milano, 24 Febbrajo 1869.] G i r n. di 

m a t e m. 7, p. 51—54. 

1870: 

85. Sulle ventisette rette di una superficie del terz* ordine, [Sedata 24 marzo 1870.] 
R e n d. d e 1 T i b t. L m b. [Milano] Sg , p. 209-219. 

86. Sugl'integrali a differenziale algebrico, [Seduta 8 aprile 1869.] M e m. d e I- 
r a e e. d. se. di Bologna IO2 7 p- 3—33. 

87. Lettera in lode del Piani. M e m. d e 1 1' a e c. d. se. dì Bologna l, , 
p. 40-41. 

88. Sulle linee di curvatura delle superficie di 2° grado. Memoria letta nella 
sessione 12 Maggio 1870. Rend. del Tao e. d. se. di Bologna 1870—7 1 , 
p. 86-88. M e ni. d e 1 T a e e. d. se. di B o 1 g n a I3 , p. 49—67. 

89. Stdla trasformazione razionale di 2^ grado nello spazio, la cui inversa è di 
4° grado, Mem. d e 1 T a e e. d. se. di Bologna I3 , p. 365—386. 

90. Observations géométriques à propos de la note de Mr. BriosCHI " Sur les 
tangentes doubles d\ine courbe du 4^ ordre avec un point doublé „. [Milan, Avril 
187 J.J Mathem. Ann. 4, p. 99-102. 

91. Uber Abbildung algebraischer Fldchen, Naehr. d. Gesellseh. d. Wiss. 
in Gòttingen 1871, p. 129-148. Mathem. Ann. 4, p. 213-230. 

92. Sulla superficie di quart^ordine, dotata di una conica doppia. Nota, [Seduta 
9 marzo 1871.] Rend. d e 1 T i s t. L m b. [Milano] 4a, p. 140-144. 

93. Stdla superficie di quarf ordine dotata di una conica doppia. Seconda nota. 
[Seduta 23 marzo 1871.) Rend. d e 1 T i s t. L o m b. [Milano] 4^, p. 159—169. 

94. Sulle trasformazioni razionali dello spazio. Nota I,[^Qdi\xtQ, 4t maggio 1871.] 
Rend. d e 1 T i s t. L o m b. [Milano] 43 , p 269-279. 

95. Sulle trasformazioni razionali dello spazio, A'o^a //. [Seduta 1 giugno 1871.] 
Rend. d e 1 P i s t. L m b. [Milano] 43 , p. 315-324. 

1872. 

96. Commemorazione di Clebsch. Rend. d e 11' i s t. L m b. [M i 1 a n 0] 62 > 
p. 1041-1042. 
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97. Bappresent azione piana di alcune superficie algebriche dotate di curve cu- 
spidalL [Seduta 18 aprile 1872.] M e m. d e 1 T a e e. d. se. di B o 1 o g n a 23 ^ 
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SUR UN PROBLÈME DE GAUSS ET UNE CLASSE PARTICULIÈRE 

DE FONCTIONS STMÉTRIQUES 



PAR 



F. GOMES TEIXEIRA 

(ProfeMear à PAcadómie Polyteohniqae de Porto. Ancien profetsear 

à rUniversìtó de Goìmbre). 



Noas allons étudier dans ce travail quelques questions qui se rattachent 
plus oa moìns étroitement au problème saivant, par leqael Oanss a onvert bod 
beau et important Mémoire: Théoria interpolationis methodo nova tractata (^): 

Chercher la somme 



a'» 



+ 



[a — b){a - c){a — d){a — e) ... {h - a){h — c)(6 — d){b — e) • . . 

*^ (e - a)(c - 6)(c - d)(c - 6) . . . "^ (d - a){d - b){d - c)(d -e) ..."*""' ' 

a^ b , e , d , . . . étant m quantités différentes^ et n un nomare entier queleonquéy 
poHiif Ole négatify ou zèro. 

Comme solution de ce problème ce grand geometre a trouvé que cette somme 
coincide avec la fonction symétrique entière de a , & , e , . . . 

Sja'^ò'c'* . . . , 

où le signe Z^ s' étend aux solutions entières^ positives ou nulles, de V équation 

et 11 a démontré aussi, en passant, que la somme coneidérée représente le coef- 



O Werke, t. IH, p. 265. 
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ficient de oc*'"'"'^^ dans le développement de la fonction 

[(1 - ax){l - bx){ì --ex).. .]"^ 

en sèrie ordonnée snivant les puissances de ce. 

La fonction précédente est un cas particulier de la suivante: 



<•> z.CT'X'^r')-- 



a^'^e' 



étudiée jadìs par Wronski, qui en a fait usage pour résoudre les équations 
numériques, et plus récemment par M. d' e a g n e en deux articles publiés aux 
Nouvelles Annales de Mathématiques (3.® sèrie, r. II, 1883 , p. 230, t. V, 1886, 
p. 257); et en un important Mémoire sur les suites récurrentes, publié au Jour- 
nal de VÉcole Polytechnique de Paris (LXIVe. Cahier, 1894); par M. C e s à r o 
en deux intéressants articles publiés dans les Nouvelles Annales de Mathémati- 
ques (3e sèrie, t. Ili, 1884, p. 561, t. IV, 1885, p. 59); par M. Dickstein dans 
les Mémoires de VAcadémie de Cracovie (1888, t. XVI); etc. 

Pour calculer cette fonction, quand a , 6 , e , . . . satisfont à Téquation 



(2) (1 - ax)^{i - bxy . . . = 1 +p^x + pgos* + . . . +i?«iaj"* , 

Pi ìP%y }Pm étant des quantités données, M. d'Ocagne a fait connaìtre, dans le 
Mémoire précédemment mentionné, une formule, qui a sur celles qu'on a employées 
pour le mèrae but,ravantage de donner le résultat scussa forme definitive, sans qu'on 
ait besoin de faìre ensuite des réductions de termes semblables, et encore un théo- 
rème, pour simplifier ce calcul, quand le second membro de (2) peut étre decom- 
pose en un produit de facteurs. 

Dans le présent travail je vais m'occuper princìpalement de ce calcul et de 
quelques applications du résultat obtenu par Gauss. 

Je commence pour donner une dèmonstration de ce résultat, un peu diflFé- 
rente de celle de Gauss, et pour établir la formule employée par M. d' e a- 
gne, pour le calcul de la fonction (l), par une voie diflférente de celle qui a 
été suivje par cet illustre geometre. Ensuite je présente une nouvelle méthode 
pour le calcul de la méme fonction, en déduisant sa valeur de celle de la somme 
a^ -f 6'* + e** + . . . par une règie analogue et d'aussi facile application que celle 
qui donne la dérivée des fonctions entières. Cotte règie me parait avoir quelque 
importance, parco qu' il existe des tables pour le calcul de la somme considé- 
rée, qu'on peut ainsi employer pour le calcul de la fonction (1). 

Les mèthodes pour le calcul de (1), qu'on vient d'indiquer, sont applicables 
quelle que soit la valeur des entiers |jl , v , . . . Mais, pour le cas où jt , v , . . . 
sont diffèrents de l'unite, nous présentons une nouvello méthode, d'une applica- 
tion plus facile. Pour cela, nous considérons d' abord le cas oti ji , v , . . . ont 
la méme valeur A, et, pour obtenir la valeur de (1) dans ce cas, nous donnons 
premièrement une formule generale et ensuite une règie au moyen de laquelle on 
forme successivement les valeurs des fonctions correspondantes aux valeurs i , 
2,3,4,... de hy semblable à celle qu'on emploie pour former les dérivées sue- 
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cessives dea fonctions entières. Le cas où tous ou quelqu'uns des nombres [jl , v , . . . 
sont différents eat ensuite réduit au précédent au moyen da théorème de M. 
d'Ocagnc cidessus mentionné , et encore par une autre méthode d' une applica- 
tion plus facile. 

Dans la deuxième partie de ce travail je fais 1' application des resultata ob- 
tenus dans la première à la théoric du développement des fonctions rationnelles 
611 sèrie. Je retrouve les resultats obtenus, par une autre voie, par M. d' ca- 
sa e dans le Mémoive sur les suites récurrentesy et je donne encore une nouvelle 
«lanière de résoudre la question quand le dénominateur de la fonction considé- 
f^e a des racines égales. 

La dernière partie de ce travail est consacrée & quelques applications de 
^'identité de Gauss, qui nous a servi de point de départ, obtenues en donnant 
^^8 valeurs particulières à a , & , e , . . . , ce qui nous conduit à diverses identi- 
^és qui nous paraissent offrir (juelque intérét. 



I. 



^^\uti,n du problème de Gauss prócódemment énonoé et oaloul 

des fonctions symétriquee auxquelles il oonduit. 

1. Considérons la fraction rationnelle 



En la décomposant en des fractions simples, on trouve 



X 



m-i 

m-i "" 



i^ 



(^-s)("'-5)('"-;)--- ^ì-iìii-ììiì-ì)--- ■"-« 

et, par conséquent, 



+ 



(1 - ax)(ì - bx){ì -ccc) ., . (a - b){a — c)(a - d) . . . l—cuv 

11 11 



(b - a){b - c)[b - ci) ; . . 1 - to (e -r a)(ó — 6)(c - d) . . . 1 — e» 



I • • t j 



)( 840 )( 
oa 



(8) 



OB*-» 



— i '" ^ — m + *; ~ + . . . , 



(1 - (Md)(1 — 6a7)(l — ca?).. . 1 — ax l — fta? l-cac 
où 

«^ t B=— — 1 

1 (a-lb)(a-c)(a-d)... ' ^* (6 - a)(6-. c)(6 - d) ...'••* ' 

Oli encore^ en développant les binòmes qai entrent dans le second membre, 



ggm-l 



(1 ~ ax){i — bx){ì — ex) 



— = a 1 + oa? + aW 4- a'ac' ... 1 

— cac) . . . ' L J 

+ Pi [l 4 bx + 6»a?» 4- b^x^ . . .] 
+- Ti 1 1 4- ex 4- c*r« 4- c^o?' . . . | 



= So 4- Sifl? 4- S,a?* 4- ... 4- SfcX* 4- . . . , 



où 



On a donc 



S;^ = a^a* 4- Piò* 4- TiC + . . . 



= ^^ 4- ^^ 4- ... 4- 



Sm-« 



(1 — ox) (l — òx)(l - ex) . . . X"*** X**"* X 

+ 8^-1+8^X4- S^^iO?» 4-... 

Nous avoDS ainsi Tégalité au moyen de laqaelle Oaass obtient S^ , S| , S, » . . 
Poar cela il maltiplie les développements des binòmes 

(1 - ax)-i , (1 - bccr^ , (1 - ex)-* , . . . , 

qui entrent dans le premier membre de cette égalité, ce qui donne un resultai 
de la forme 

et ensaite il é^ale les coefficients des mèmes puissances de x dans les deux mem- 
bres. Il tronve de cette manière 

So = , Sj = f Sj = , * • • ) S^_2 ~ ^ » 8g|»i — 1 1 

et, pour n>l, 

(4) S«^«.i = Sja'^òV • . . , 
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où le signe £| s' étend aax solutions entières , positives oa nulles, de Téqnation 

2. SappoBons mainteDant qae a , 6 , e , . . . soient les racines d' une équation 
algébrlqne donnée 

et qne, par conséqnent, on ait 
(5) (1 — aa?)(l - 6a?)(l - ca?) . . . = 1 +Pia? + 'p^ + . . . ^Vnc^ 



m 



On pent alors exprìmer S„+„_i en fonction de p, , p, , . . . , p^ aa moyen des 
théorèmes généranx de la théorie des fonciions symétriques ; mais il est préfe- 
rable d'employer, poar ce bat, une formale, analogae à celle donnée par Wa- 
r i n g poor le calcai de la somme des puissances de mème degré des racines de 
rèqaation considérée, qae noas allons démontrer. 

Poar cela, remarqaons premièrement qae S,,^^^.! étant, comme on a va, le 
coefficient de dj"^'*""^ dans le développement de 



X 



m-i 



(1 — aa5)(l - òx)(l — co?) . . . 

en sèrie ordonnée saivant les paissances de x^ cotte somme est aassi le coeffi 
cient de af' dans le développement de 



(1 — aaj}(l - 6ap)(l — ex) . . . 

suivant les paissances de la mème variable. 
On a dono 

^^^ ^— ^ = n\ ( dJ)«o ' 

où 

1/ = (1 - aTìy^i). - hooY\\ - ca?r» . . . 

En appliqaant maintenant la formale salvante , bien connae, qai donne la 
dérivée d'ordre n de la fonction ^(u), par rapport à x, qaand u est ane fonction 
de X donnée: 

fA) d> ^ y du' 

à la fonction 

9(14) = 1/ = «"* , u = (1 - ax)(l — 6a?)(l — ex) ... , 
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on troave, en ayant égard à l'identité (5), 



où le signe I s'étend à toutes les solutions entières, positives oa nulles, de 1' é- 
quation 



a + 2p + 3y + ... -i- mX = », 



et où i est donne par 



i=a4-3 + Y-^...4-).. 



Nous avons dono la formule 



(7) 






que nous nous proposions de trouver. 
En posant 

f(x) = (a - a)(x - b)(x - e) ... = x'" 4 p^x^'^ + Pj^o?*^"* + . . . 4- i>„ , 
on peut encore écrire cette identité de la manière suivante : 



, ^m+n-i ^m*n-i ^wt+n-i 



na) " rw 



-^W'---=2,^^^^^^- 



(8) 



r(c) 



2/ i\i" t!i>,'*i^2>'jPs^...Pm 



3. Nous allons maintenant calculer la somme Sj^, quand k est un nombre 
négatif quelconque, et, pour cela, nous partirons encore, comme dans le cas pré- 
cédcnt, de la formule (3), qui donne 



X 



m-i 



(1 - ax)(l — òx)(l — ex) . . . 



fili 1 

= -«1 4--—- 4.-.^ + ... 



r 1 _i_ _i_ 1 



cu 



= ~ K' i "^ ^-2 ^ "^ • • • + ^-'^ ^ "^;- • -J > 



S-n--" «l^"'* -r P16-" + Ti^-" + . . . , 
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et, par conséqaent, en y posant a; - - , 



(») r.-.v.-L.-.. — = - [«-« + «-^ + • • • + s-»^"" -^ • • •] • 



(z — o)(2— 2>)(z — e) . . . 



Nous avons donc 



MaìS; en appliquant la formule (A) aux fonctious 

?(w) = u'^ y w = (2 - a)(z — &)(« — e) ... , 
et en remarquant qae 

(« - a)(2 - 6)(« - e) . . . = z*** + i^i^*""^ +i?22f"-* + . . . + p 



m ^ 



on trouve 



( 



1 r cf""'[(g- ^)(^"^X^-^)--]"^i ^Vf-ii* ^'^i>Vii>^-2--Pi"Po^ 



où /)o = 1- 

Donc on a la formule cherchéc 



: I ,^a „P n *** w ^ 






od la somme I s'étend à toates les solations entières, positives oa nuUes, de 
Téquation 

a + 2g f 3y + . . . + mX := n — 1 , 
et où i est donnné par 

\J équation qu'on vient de trouver peut étre encore écrite de la manière 
suivante: 

A ce qui précède nous ajouterons encore que de la formule (9) résulte la 



eaivante: 
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abc . • . 

(-l)«+ir z z^ z^ 1 

abc . . . «- a a* a' J 



1 + 6-^ 6Ì+F + ---J 



X 



qui donne 

(- 1)"*^ 



^"> ^-^'■^ir'"''"'— 



où le sìgne S^ s'étend aax solutions entières, positives ou nulles, de V éqoation 

Cette formale peat encore ètre écrite de le manière saìvante: 

(12) S.^ = (- 1)»^^* 2, a-n-^'c"" . . . , 

où p' j q' ,r' f., . représentent les solutions entières, positives ou nnlles, de V é- 
quation 

!>' + ^' + *•' + ... = n + wi — 1. 
4. Considérons, en particulier, le eas où la fonction (5) est paire. Alors on a 



et la formale (7) se redait à la salvante: 



i I PJ Va^ ... p\ 



(.3) w.-E(-.)-- "^f^;vf . 



où ^ ; , . . . , X représentent les solutions entières^ positives ou nuUes , de T é- 
quation 

et où 

t = P + 5 + . . . 4, X. 
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Il rèsolte de cette formale 

qaand n est un nombre impair. 

On a aii88i, pnlaque m est, par hypothèse, no nombre pair, 

Q d i 

od ^ , 8 , . . . , X sont les solutlons entières, positives oa nalles, de Téquation 



et où 






i = P + 6 + X , Pq-Ì. 



5. La fonction symétriqae qui figure dans le problème de Oanss, qai a 
été le point de départ de ce travail^ coincide, comme on a va précédemment, avec 
la fonction 

2^ a'^b V . . . , 
od Sj s'étend aaz solutions entières, positives oa nalles, de Téqaation 

P + (r + *' + '** — ^• 

Cette fonction est an cas particalier, correspondant à |JL = lyV=:l,..., de 
la salvante, appelée par W r o n s k i fcnction aleph : 

(15) 8'.=2X''"TTT')-«'*'''''-' 

qa'on est ainsi amene à étadier, et dont noas allons noas occaper maintenant. 

6. On troave facilement, en premier liea, qae la fonction 8'^ coincide avec 
le coefflcient de od" dans la développement de la fonction 

(l - axy^ilL - 6ajr^(l - cxT^ . . • 

en sèrie ordonnée saivant les paissances de x, et qa'elle peat ètre calcalée aa 

moyén de la formale antériearement employée poar le calcai de ia fonction 

Sig.i^.i , en supposant qa' on alt 

(16) (1 - aa?)i*(l - hxf . . . = 1 + pjfl? + i^gfl?* + . . . + PJxF^' 
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En effet; cette dernière ideotité donne la suivante: 



X [1 + ybw + (^ 2 ^®* '*' " •] 



X 



dont on tire, en égalant les coefficients de af^ dans le premier et dans le second 
membres et en posant, comme antérìeurement, 



1/ = [1 +^1» + JOjX* + . . . + Pm^"T^ 



le résultat cherché: 



(17) j 

- V /_ 1\< ttyi'V-' Pm 

qui coincide avec celni qui a été obtenn par M. d' e a g n e , au moyen d'une 
analyse dififérente, anx n.o» 4 et 7 de son Mémoire sur les suites récurrente^* 

7. La formale (17) détermine la fonction S'^ , qaand sont données les quan- 
tités Pi f Pi i • • ' ) Pm' ^Q 1a comparant à celle de W a r i n g : 

«^ = a'* + b^ + e'* + . . . 



( -Seo 



a! PI...X! 



où a , ^ y . . . , X sont les solutions entières, positives et nulles, de Téqaation 

et où 

f = a + p + . . . + X , 

on arrivo à une conclnsion importante pour le calcai des fonotiona consi 
Il résnlte, en effet, de ces deax formules qne, si 

^ nA/>i«p^P ...p\ 
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est nn terme de l'cxpression de $^ y il exìste dans V expression do S'^ le terme 
correspondant 

(af p + ... + X)Ai>iV...p^„, 

et qne le nombre des termes qui entrent dans les deux expressions est le méme. 

On peut dono dédaire V expression de S'^ de celle de 8^ en maltìpliant cha- 
qae terme de celle-ci par son degré et en divisant le résaltat par n. 

Ainsi des forroules connnes: 



on tire iramédiatement les snivantes: 

(19) \ S's = -i>/ + 2i>ii>,-/?3, 

S'4 =Pl^ - ^Pl^Pi + ^PtPs + P«* - P4 I 



8. En se basant sur le remarque qu'on vient d'employer pour écrire immé- 
diatement ces dernières formules, on peut aussi déduire immédiatement de la 
formule connue 



3 



n = L (-1) '^LiPyi^Pn.-'Pyit' 



od £' représente une somme qui s'étend aux solutions entières positives de V è- 
quation 

>3i + >I2 + . . . + >I, = n , 

la formule suivante: 

twan 

(20) S'„ = 2(-l) S'^^^'-'-P"'' 
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démontrée par M. C e s à r o d'une manière differente en un article publié anx 
Nouvelles Annales de Mathématiqnes (3.« sèrie, t. IV, p. 67). 

Cette dernière formale mentre que les fonctions considèrèes aont comprises 
dans la classe des fonctions appelèes par M. G e s à r o isobarigues , lesquelles 
cet illustre geometre a ètudièes en divers travaux publìès dans les Nouvelles An- 
nales de Mathématiques et dans le Journal de Battaglini. 

9. Nous allons étudier maintenant la question inverse de celle qu' on vient 
de considérer, à savoir: dèterminer Pi t p% } Ps ì • • • y Pm Q^^nd sont donnèes les 
quantitès S'| , S'^ i S'^ > • • • > S'|,|. 

On rèsout immèdiatement cette question en partant de l'égalité 

1/-1 = 1 + p^x i-p^^ + . . . f Pnfl^*^ = [1 + S'i^ + 8',x* + • . .]"* , 

qui donne 

_ 1 /d^y'^\ 
^'^k\\d^^)' 



et, par conséqnent, en sppliqoant la formula (A), 

(21) !>»=! (-!)'• ;,p;...,. " > 

od le signe £ s' ètend à toutes les solutions entières , positives ou nulles , de 
V équation 

et od 

t = a + p + . . . + A. 

En comparant oette formule à la formule (17) on conclut ce resultai, bien 
connu: on passe des expressions qni donnent S'^ , 8 , i • • • > 8'^^ en fonction de 
Pi )P%ì")Pm Vonr celles qui donnent i^i , p, , ... , p,^ en fonction de 8\ , 8'g , ,.. , 8'„ 
en èchangeant entre elles ces quantitès. 

10. On peut aussi tirer immèdiatement les expressions qui donnent Pi^p^j^^.tPm 
en fonction de 8\ , S', , . . . , 8'^ de celles qui donnent Pi , p^ y > » • , Pg^ en fonc- 
tion de 'i > ^2 > * * ' f 'm* ^° effet, en comparant la formule suivante, trouvèe par 
W a r i n g: 

<»' ^"S<-"'- .-2>.':'.»i:.-,tT...>r 

oti a , p , • . . , X représentent les solutions entières, positives ou nulleSi de V è- 
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qnation 

a+ 2p +3y + ... +fcX = A:, 
et où 

à la formule (21), on voit qu'on passe de chaqne terme de la première au ter* 
me correspondant de la deuxième en rempla^ant s^ y s^ , s^ y , , , , s^ par 

et en maltìpliant ensuite son coefflcient par t! ,t* étant le degré da terme de (22) 
considéré. 

Àinsi^ par exemple, on passe de Texpression connae 

1 . 1 » 1 1,1 

à Texpression de p^ en fonction de S'^ y S', i S'3 ; S'^ , en multipliant les ter- 
mes de la première respectivement par 4 ! , 3 ! , 2 ! , 2 ! , 1 et en rempla^ant 
^1 7 ^% ì ^$ ì ^4 P^^ S'i ; 2 3's 7 3 S's y 4 S 4 ; ce qui donne 

Pi = Si'* - 3 S, '« 8', + 2 8\ S'3 + S,'« - S'4. 

11. La méthode qn'on vient d'employer ponr calculer la fonction 8'^ peut 
ètre remplacée par une autre de plus facile application , qaand toas oa qael- 
qaes nns des nombres pi , v , . . . , dont dépend cotte fonction^ sont supérienrs k 
r unite, comme on va voir. Gonsidérons premièrement le cas où tous ces nom- 
bres sont égaux k un mème nombre h, et posons 

8»'*' =s,c ^r X T ' ) • • • '*''''^'' • • • 

On a alors 

y = [1 +|>iX +|>j,x* + . . . +i?^,a?'*p 
= (1 -ax)-*(l - to)-* . . . = [1 +p\x + p'jo;» + . . . + i>'«x"]-* , 



où m^lua, et 



n! \,dar) 
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En appliquant maintenant la formale (A) aox fonctions 

9(u) = y = u"'^ , w = 1 +p\x -f- . . . +p'^x'^, 
on troave, pour le calcai de S^^^) , la formale salvante: 



(23) 






où le signe I s' étend aax solations entières, positives oa nalles, de réqaation 
et où 

Cette formale determino S^<*> en fonction de p\ ;?'»>• «mP'w ®^ elle est de 
plas facile application qae la formale analogae (17), qai donne S^^^^ en fonction 
^^ Pi 1P2 f • ' * ìPv^y paisqae <x> est plas petit qae m. 

12. Les fonctions S^^'^J , qa'on vient de considérer, peavent èrre calcalées 
d'ane manière analogae & celle qa' on a employée aa n.o 7 poar calcaler S'„ , 
comme noas allons faire voir. 

En comparante en eflFet, les formales 

^n - l^K 1; a!/3!...X! ' 

^n - l^K ^) ' a!p!...X! 

qai résaltent de (23) en y posant /i ~ 1 et ^ = 2 , on volt qa' on pcut dédaire 

Texpressìon de S^^*^ en fonction do i^'i 1 1>'2 > • • • > P'w ^® ^^^^^ ^® ^n^^ ®^ mxiV 
tipliant chaqae terme de la demière par son degré, aagmenté d'ane anité. 

Mais, d'un aatre coté, on volt qae^ qaand A = 1, les qaantités ti» ,p| , p, , . . . , p„ 
co¥ncident avec w . p'i , p'j , . • • , p'^ » et S'^, coincide avec 8^^*^ 

Dono on peat dédaire des formales (19) les saivantes, en remplafant dans 
les premières p^ 7 Pa > • • • pai* p\ , /^'g , . . • et en maltipliant ensaite chacan de 
lears termes par son degré, angmenté d'ane anité: 

S/*) = - 2p\ , 

S,W = 5p/* - 12i>, '»/>', + ^p\ p\ + 3p,'« - 2p\ , 
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On voit ansai, an moyen de la formule (23); qu'on peut déduire rexpression 
de S^t*) de celle S^^'***^ en multipliant chaque terme de la deuxième par 

Ed nous basant sur la mème remarqne nona pouvona déduire immédia* 
tement de la formule (20) la auivante: 



8„<« = 2 <- ^>* (* + *) S'-P'i/'i. • • -pX ' 
où ^1 ) vjs ) • • • y ^r ^^^^ ^^B aolutiona entiérea poaitivea de réquation 

nji + iJa +... + >]* = n. 
En continuant de la mème manière on obtient la formule 

laqnelle fait voir que toutea lea fonctiona S^^*^ aont tBobcMrtques, 

13. La queation qui a pour but de déterminer p\ ,!>',,... ,!?'„, quand lea 
quantitéa S^^*^ , S,t*> , Sj^*) , . . . , SJ^^ aont donnéea, peut ètre résolue facilementi 
en procédant comme au n.o 9. 

En partant; en effét, de Tidentité 

1 + pt'x + p'^» + . . . + p'^" = [1 + 8,(*>a + S,(*)fl?« + ..•]*! 
et en remarquant qu' on a 

^'*=^(S!)^ ' y = [1+ 8,(*)a5 + 8/)a>» + . . .r\ 
on trouve 

(25) l'»-2,(-l) (*-l)!aip!T!...X! ' 

oti a , fi ji[ f . . f X repréaentent lea aolutiona entiérea, poaitivea ou nullea, de Té- 
quation 

ai-2p + 3Y + ... + fcX = A:, 
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et où 

14. On a vu^ aa n.o 11, que les fonctions 

s'.=s.(''^r')C"r')-«'*"'-- 

OÙ 

penvent étre calcnlées au moyen de la formule (23), quand tous les nombres 
|JL y V , . . . Bont égaax à un mème nombre h, On a va aussl , aa n.o 12 , que les 
mèmes fonctions peuvent étre calculées en déduisant celles qui correspondent à 
h = l des expresBioDS des sommes s^ , 8^ , s^ , , , . , données au n.o 7 (en y rem- 
plafant d'abord Pi , Pj , Ps , . . . par p\ , p\ , p's , • .) > celles qui correspondent 
2t Ti = 2 de celles qui correspondent k h=l , eie, au moyen d'une règie anale- 
gue & celle qu' on emploie pour former les dérivées successives des fonctions en- 
tières. Nous allons maintenant considérer le cas où tous ou quelques uns des nom- 
bres pi , V , . . . sont différents et démontrer que, dans ce cas , les sommes S*^ 
peuvent étre représentées par des fonctions des précédentes. 

Mais, avant cela, il nous faut completer une notation employée antérieure- 
ment. Nous représenterons par S„^*^[M] la fonction 

où 

qui correspond au polyndme 

M = l -h q^x + ffjX» + . . . = (1 - aiX)(l — ftiaj)(l - e^x) . . . , 

et qui représente, par conséquent; le coefficient de x** dans le développement 
de M-*. 

Cela pose, si Ton représente par y la fonction 

y = [1 + pia5 + p^* + . . . +Pma5*r* , 
on a (n.o 6) 






doc* 
Pour trouver la dérivée qui entro dans cettc égalité, décomposons, au moyen 
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de la théorie dea racines égales, •</"* de la manière suivante: 

I/-1 = M* N* P^ . . , 

M ^ N , P , . . . étant des fonctions entières de x telles que les équations 

M = 0,N = 0,P = 0,. .. 

n' aient que des racines simples^ et ensuite décomposons y de la manière 
suivante: 

,, _ __ J ?i(a5) 92(x) (fiioci) 

y-M'»N*p^.."' M'^""^ N* ■*" p' "^•••^ 

od 9j(a?) , o,(x) , 93(05) , . . . représentent des fonctìons entières de x , qu'on sait 
déterminer (H e r m i te: Cours d'Analyse de VÉcole Polytechnique^ p. 266). 
Développons maiutenant M"'* , N"* , P'^ . . . , ce qui donne 

M-'^ = 1 + S/^)[M] X + Sj^'^HM] ac' + S3('^)[MJ «»+... 

N-* = 1 4- S^^^){^\ X + S2(*)[N] 0?» + 83^*) [N] a?« 4- . . . 



multiplions ensuite ces séries respectivement par 9i(^) , 92(^) > 9s(^) > • • • > ordon- 
nons les produits suivant les puissances de x et additionnons enfin les résul- 
tats. Le coefficient de x** dans la sèrie qu' on obtient de cette manière repré- 
sente S'^, 

L' expression qu' on obtient a la forme suivante: 

S'^ = Mo + Mi S/'^)[M] + . . . + M^ S«(^)[MJ 
+ P,S,<'aP] + ... + P^SJ^)[PJ 



Elle est linéaire par rapport aux fonctions 

et résout la question proposée, puisqu'on sait calculer ces quantités au moyen de 
la formule (23) ou au moyen de la méthode donneo au n.o 12. 
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15. La question qu'on vient de considérer peut étre encor^ résolue par une 
méthode differente^ que nona allons indiquer. 
Soit encore 



y 



n = M^ N* P^ . . 



et formons la dérivée d'ordre n du produit M"'* JH"^ P"' . * . au moyen de la for- 
mule de dérivation de L e i b n i t z. On trouve 



Mais on a 



l> + g + r . . . = n. 



«-^*w=r!f^l 



.r^O 



Sp'*HN] = ^, [ 



1 fd'N-* 



ql*- dx« J;e=o 



^__.. 



Dono 



(26) 



S'« = Z 8p^'"[M)S,(»'[N] S^C'IP] . . . , 



oii p f q , r , , . . représentent les solutions entières , positives on nulles, de V é- 
quation 

p + q-\- r + , , , = 71. 

Cette formule résout la question considérée , mais le resultai auquel on ar- 
rivo n'est pas linéaire, comme Texpression obtenue par la méthode antériearey 
par rapport à Spt'*^[M] , S^^*^[N] , . . . Elle coincide avec une formule donnée par M. 
d' O e a g n e dans V un des intéressants articles qu' il a publié sur les fonctions 
alephs (Nouvellea Annales de Mathématiquea , 3.® sèrie ^ t. Y, p. 258) et ensaitc 
dans son Mémoire auv les suites récurrentes (n.o 10). 



16. Aux deux méthodes qu'on vient de douner, pour le calcul de la fonc- 
tion symétrique S'^ , nous allons joindre encore une autre^ de nature differente, 
en faisant connattre une formule au moyen de laquelle on calcule directement 
ces fonction. 

Je considero; pour cela , la formule suivante, que j'ai démontrée dans mon 
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Curso de Analyse (Calculo differencial, 3.® ed., p. 232): 



^ y _ V ) 

( X (.',,) fe) ...C^) x(.'.) (a,) ...(^) X..., 

qui donne la dérìvée d'ordre n de y p^r rapport à Xy quand y = 4^ (u, , n« > • • 
et i^j , tfg , . . . sont des fonctions de X] et je Tappliqae anx fonctions 

w^ = M = 1 + q^x + </2ac*+ . . . + gi^ac** i . . . 

Wjj = N = 1 + rj® 4- r^^ + . . . + r„x'' + . . . 



En posant ensuitc x = , je trouve la formule salvante: 

Ì (^ 1/-^/^... h{h -- ì) . . . (h -i+ \) Xk(k - l) . . . (k -j + 1) X .^. 
a ! g ! ... X ! X a' ! p' ! ... X' ! X .. . 
X 3i*^2^ "-quX r^^'r/ . , . r^^' X . . . , 

od le signe £ s'étend aux solutions entièreS; positives ou nulles, do Téquation 

a+ 2g + .. . + ttX + a' + 2P'... + t;X' + ... = 7i, 

et od 

i = a + p + . . . 4- X , y = a' + p' + , . . + X' , . . . , 

qui résont la qnestion considérée. 

17. Les quantités que nous avons représentéea par S„^*> au n.o 11 peuvent 
ètre exprimées par des fonctions entières des quantités S^^^^ , Sj^'^ , Sj^*^ , • . • ^ 
comme on va voir. 

£n effet, Tégalité 

y = j [ (1 - ax,(l - bx){l - ex) . . . r* !'» 

donne, en lui appliquant la formule (À), 

(£1) = V n\h(h''l)..,{h^i + ì) [S/^T[S2^^^]^ . » ♦ 
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où 

i = a + p + Y + • • • 

et où a , p , Y > • • • représentent les solutions entières , positives ou nuUes, de 
r équation 

a + 2p + 3y + - . . = w j 

qui donnent pour i des valears inférieares à h. 
On a dono 



(^' '•'" = E ""••';:; ;vì:: 



Malgré cela , il convient de considérer toutes les fonctions S^^'^^ , quelque 
soit h, Gomme élements primordiaax pour le calcul des fonctions symétriques con- 
sidérées, pnisqu' on peat calcaler toutes ces fonctions avec égale facilité au mo- 
yen de la formule (28), ou les déduire de la fonction 8^ par la méthode donnée 
aux Tì.o 7 et 12. 

18. Nous avons vu au n.o 3 que le problème de Q a u s s méne aussi à con- 
sidérer la fonction symétrique 

où 

!> + g + r + . .. = n, 

laquelle peut ètre calculée au moyen des formules (10) et (11); quand est 

(1 - ax)(l - bx){l — co?) . . . = 1 + 2h^ i-piX^ + . . . + p^x**. 

Cette fonction est un cas particulier de la suivante: 



«•--s.c^r'X'^r')-»"" 



1/ • • • 



qui ne diffère pas de celle qu' on a étadiée aux n.^s antérieurs par sa nature, 
mais seulement par le remplacement de a , 6 , e , . . . par a~* , 6~* , e"* , . . . 
Pour la calculer, quand 

(1 - ax)^a - bxY . . . = 1 + Pi» -H pjX^ + . . . + p^x"^ , 
il suffit de remarquer qu' on a alors 



&' =1 f£y\ 
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oti 



- fi + £«=1 X +^a=-'aj* + . . . + ^ x""-» + ^ «"1* • 

•- Pat Pm Pm Pm. ^ 

Bone on tronve, en procédant comme an n.o 6, 

(29) ^-«-2^^ ^)*--^'^a!§!...X! ' 

où S 8' étend aux solations entières, positives ou nalles de V équation 

et où 

£n posant 



S(^^ 



-.=z,(*"rT^r')-"-"-'"-'-' 



ou trouve de la méme manière 






où 



quand 



a + 2^ + . . .+ cii)X = n, 



(1 — aa5)(l — hx){\ — caj) . . . = 1 +i)',x -4- . . . + i>'u,3d" , 



et 971 = A(i>. 

Il est facile de voir qu' on peut déduire T expressiou de S'_„, en fonction 
^® Pm I Pm-i » ' • • » ^^ Qié[\Q coiTospondante de «_„ et Texpression de S^^^'^^ , en 
fonction de i>'i ,^'2 > • • • » ^^ ^®^^® ^® S_^^'*"^> aa moyen des règles empio yées 
aux n.oB 7 et 12 pour le cas des fonotions S',, et S^^^^^ 

Il est aussi facile de voir que, quand les entiers jji , v , . . . ne sont pas tous 
égaax, on peut calculer S'^ au moyen des formules qui résultent de celles don- 
nées aux n.o» 14 et 15, en rempla^ant les indice H,p,g',r,.., deS par 
— Ti , -\P , - g , — r , . . . , ou au moyen de la formule: 

(- i)<-k;^... h{h- l) , . . (h ^i+ ì)y,k{k- \) . . .(k - j ^\) X. . . . 
S' = V ^ qjrj ,..XaL\ p! ...X!Xa'! pM...XMx... 

^ 9. «— 1 2 «—1 • • • ^0 '^ ^ «—1 ^' «-2 • • • ^'0 X • • • j 
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où ffo = 1 > »'o = 1 7 • • • 

a + 2 p + . . . + wX + a' + 2^' + . . . + vV 4- . . . = n , 
et 

t = a + f + . . . + X , ^' :^ a' + p' + . . . + X' , . . . 

II. 
Application au développement dee fonctions rationnelles en sèrie. 

19. La doctrine qu'on vient d'exposer a une immediate application dans la 
théorie des séries récarrentes. 

Soit 

^ ~ 4/(aj) ** 1 + p^x + p^x^ + • . . + p^x"^ 

une fonction rationnelle donnée. Son développement en sèrie ordonnée suivant 
les puissances de x est donne par la formale connue: 

y = Ko + K^x + KjiT» + . . . + K^ac'* + . . . , 
où 

(30) K^ = Ao S',, + A, S'^.i + . . . + A«., S'„.«,, , 

comme on le^voit^facilement en multipliant le numérateur de la fraction considé- 
rèe par le développement (n.o 6) 

[1 + p,a5 + . . . +Pyn^*^]'^ = 1 + S'jX + S',x* f . . . 

Les valeurs des quantités Sj' , S', , S'g , . . . , qui entrent dans ces formales, 
peuvent ètre calculées au raoyen de la formule (17), employée par M. M. d' O e a- 
g n e dans son Mémoire sur les suites réciirrentes, dont on a fait déjà mention, 
ou par la règie que, pour le mème but, nous avons proposée au n.o 7. 

20. Considèrons maintenant lajquestion inverse^dc la" précédente. 
En'égalant/pour cela^Mes coefficients des mémes puissances de x dans les 

deux membres de V identitè 

A^ + A^X + . . . + A^^jOC*""^ = (1 + PiX -f . . . + Pm^"^) 
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on troave les équatìons 

Ki + i>, Ko = Aj , 
(31) 



et la suivante: 

(32) K^^.„ + p^ K^+„., + Pt ^m+n^t + • • • + Pm ^n = ^• 

Si on donne donc les valeurs de Ko , K| , K, , . . . , K„., et la relation (32) 
cu, ce qui est la^mème chose, Téchelle : 

(Pi >Pt> • • • yPm) 

de la sèrie, on pent^ècrire immédiatement sa fanction generatrice^ pnisqae les 
coefficients de son^numérateur, Aq , A, , . . . , A^., , sont donnés par les formu- 
les (31) et son dénominatenr est le polyndme : 

l+i>ia:+ . . . -^Pm^^ ; 

ensnite la formule (30) détermine le coefflcient da terme general de la sèrie. 

On peut encore énoncer ces résaltats d'une autre manière. 

Kn posant, en efiPet; a?=l, on voit que^ quand il sont donnés les m premiers 
termea d'une suite récurrente : 

et Téchelle (i>i i i>2 ; • • • ? Pm)f ^^ determino Vintégrale Kf^ de la suite au moyen 
de la formule (30) ; la somme de la sèrie : 

Kq 4" K| + . • • + K^ + • • • 
est alors ègale à 

Aq + A| + • • • + Am^i 
1 + 1>I + i>l + • • • + l>«i' 

Nous ajouterons encore que cotte demière sèrie est convergente quand, pour 
a? = 1, la fonction y est dèveloppable en sèrie convei'gente ; ce qui a lieu seu- 
lement quand 

|a| < 1 , |6I < 1 , |c| < 1 , . • . 
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a"* , ò"' , e'* , . . . , étant les racines de róqaation 



1 + PiX + . . . + PmX = 0. 

On tronve ces résultats dans le Mémoire de M. d' e a g n e précédem- 
ment mentionné, où ils sont obtenas par une voie differente. 

21. Tout ce qu'on vient de dire aux n.o» précédents a lieu quand les rad- 
nes de Véqnation : 

1 + Pi» + JJjfl?* + . . . +Pmaj*'' = 0, 

appelée par Lagrange generatrice, 6ont inégales et qaand elles sont tontes 
oa quelqaes unes égales. Mais^ dans ce dernier caS; on pent résoudro les qaes- 
tions considérées par une autre méthode que nous allons indiquer. 
Considérons premièrement la fonction rationnelle : 



y- 



Aq "T A|flD ~r A^OC -t" • • . -4- A^^^^CC 



t o«w^^ ' 



(l -hp\x+p\x^ ^ . . . + p'^x"^) 



où 771 = hiO, 

Paisqu'on a 



on peut alors développer y an moyeu de la formale : 

y rz Kot'^) + K/'^)» + . . . + K^^^W + . . . 
où 

S,'*> , S,^'^^ , etc. représentant les fonctions symétriques déflnies au n.o 11, qu'on 
peut calculer au moyen de la formule (23) du n.o 11, ou par la règie donneo an 
n.o 12, qui les déterminent en fonction de p\ , p't > -P's > • • • ; 1^'w 

On peut calculer aussi, an moyen de cette formule, T intégrale de la suite 
récurrente dont Téchelle est 

(-Pi > a > • • • > JPm) > 
en supposant 

1 + p^x -^p^x" + . . . + i^^fl?*'* = (1 -f p\x + . . . +p'««")'* , 

quand on veut que cette intégrale soit représentée par une fonction dep\ yp\, 
P i f • • • t P \à' 



)( 36.1 )( 

22. Considérons maintenant le cas general cu 

^ "" 1 -hp^x +i?t»* + . . . + PjhO?* ' 
et 

1 +Pia? + . . . + |>„a?"* = M*N*P' , . . . , 

M, N, P, . . . étant dea polynomes entiers tels que M = 0,N = 0,P = 0,... 
n'aient que dea racines simples, lesqnels on peut determinar au moyen de la 
méthode dea racinea égalea. 
On a alora 

(1 + PiX +Pta* + . . . -t- PmX^^r^ = M-'^N'^P"' . . . 

= 1 + B\x + S'taj» + S'^OB» + . . . , 

^\ 7 3't I ^'s ; • • • étant dea quantitéa qu' on peut déterminer par lea méthodea 
donnéea anx n.o» 14, 15 et 16. 
On a enauite 

2/ = K'o + K\x ^ K',x« + K\x^ + . . . , 
où 

23. On peut encore réaoudre la question d'ane manière pina directe en de- 
compoaant y de la manière auivante : 






où (fi(x) f 9^(x) , 9,(x) I • . . représentent dea fonctiona eutièrea, qu'on aait déter- 
miner, et en développant enauite chaque terme de cette somme au moyen de la 
méthode donnée au n.o précédent. 

24. Nona allena maintenant faire application de la doctrine précédente à la 
méme fraction : 

^ a» 

^ ■* 1 - 30? + 2x* + fl?» - oc* ' 

à laquelle M. M. d' e a g n e a applique aa méthode (1. e, p. 25). 
On a alora 

1 - 3x + 20?* + ac» — fl?* = (1 - X - a;*)(l - x)\ 
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et par conséqaent : 

l + ac 1 



En posant donc 

1/ = Ko + K,x + K,a?* + . . • + K^a?'* 4- . . . , 

1-05 — X* 

on trouve : 

K^ = S« + S',-i-(w+l). 

Mais, d'un autre cóté^ Tldentité : 

(1 - oc - flD*)(S'o + S\a; + S',x» + ...) = ! 
donne 

Donc on a 

Ce résnltat coincide avec celai qui a été trouvé par M. M. d' e a g n e. 
La quantità S'^^., coincide, en effet^ avec le coefficient de oc^'*'* de la sèrie de 
Fibonacci. 

25. La méthode ponr le développement des fonctions rationnelles qa' on 
vient de considérer, est applicable an développement da qaotient de deax séries. 
Ainsiy si la fonction donneo est 

_ Aq + A,x -f A^a?* + ♦ « . -h A^d?^ -f . . . 

on a premièreraent 

[1 +p,x + . . . + p^x'' + . . «r^ = 1 + S'ioe + S'^* + • . . 
et ensaite 

y = Ko + K,a? + K^x* + . . . + K^flc** + . . . , 
où 

Kn = AoS', + A,S'^., + . . . + A„.,S\ -f A. , 

S', , S'i y S's ^ . . . étant déterminécs par la formale (17) oa par la méthode indi- 
quée an n.o 7. 
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Le cas où la fonction donnée a la forme : 

_ _^ Ao + A^x + Aj»* 4 , . . -f A^a?** 
^ " {ì^\x + p\x* + . . . ^p^x*" ^ . . .)^ ' 

peat ètre réduit an précédente en développant la puissance h de la sèrie qui 
entre aa dénominateur de cette fonction ; mais il est préférable de déterminer 
E^ au moyen de la formale : 

K„ :. AoS„<*) + A.S,.,»*) + . . . + A„_,8/*) + A, , 

où S,<*> , St^'*> , . . . l'eprésentent les coefiicients des puissances de x dans le dé- 
veloppement 

(1 +p\x f p'^ + . . 0"'^ = 1 + S/'*^.'*? + S,('^)flc* + . . . 

calculés au moyen de la formule (23) ou par la móthode donnée au n.o 12, en 

fonction de p\ , p't jI^'s > • • • 

Le cas où la fonction donnée est 

y = ^^^^_ __ , 

OÙ M, N, P, . . . représentent les séries ordonnées suivant les puissances de a : 

M = 1 + p\x + p\x* + . . . 
N = 1 + r'iO? 4- r'jX* + . . . 



peut ètre aussi réduit au premier; mais il est préférable de calculer les coeffi- 
cients qui entrent dans le développement 

M-^N-^P- ' ... = 1 + S\x + S'jX* + . . . 

au moyen de la méthode de M. d' e a g n e, donnée au n.o 14, ou par la me- 

tbode que nous avons indiquée au n.o 15. 

» 

111. 

Sur les valeurs que prennent en quelques oas particuliers 
les fonctions symétriques considérées. 

26. En passant maintenant à une autre application de la doctrine exposée 
aux n.oB 1 à 4, diflférente par sa nature de la* précédente, nous allons donner 
aus quantités a, 6, e, ... , qui y figurent, divers systèmes de valeurs partìcu- 
lières qui ménent à quelques identités numériques intéressantes. 
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Snpposons premièrement que a, b, Cj , , , représentent les nombres : 

COSr — , COB;; — , COB -^ t . • • j C08 , 

2m ' 2m ' 2m ' 2m ' 

et que m soit un entier pair. 
La formale connue : 

i COBWlXi = 2"*"M coso?,— COB- — j I C08a?| — COB — J 



(33) 



ir Siti r (2m-l)TCi 

f [COBX-, -COB — J ... [cobo?, - COB — J 



donne, en dérivant bcs deux membreB par rapport à sCf , le résnltat : 



m BÌnmX| = 
om-. . jr Sitir 5^1 r (2m-l)T5l 

-2** ISinfl?, X j|C08X| — COB— J|C08aJ|-C0B- — j ... IcOBOJj-COB - — ^J 

+ [COSX. -COB ^ [cOBX, - COB g-] ... [cOBOJ. - COB ^-^^^^''] 



r Tt ir 3ri I (2m -3)Tr11 

[coBa?,-cos— J[cosa?, -COB — I ... [cobx',-cob — — — Jf , 



qui, en poBant 



_ ir 3ic (2m-l)it 



' - 2m ' 2m ' • • • ' 2m 
donne ensuite : 

(2w— 1)]C 



m 



m 



= 2"* * sin-— COSr COB- — .•• COBr COS — 1 , 

2mL 2m 2mJ L 2ni 2m J ' 

^,,, , . 3Tcr 3tt Tt 1 r 3it (2m- 1)111 

= 2 '*"' sin ——1 COB COB ... COB COS — --• I , 

2ml 2m 2mJ L 2m 2m J 

= 2"* 'sin- — Icos-- — COB ^— ... I COS cos — 1 , 

2mL 2m 2mJ L 2m 2m 1 



«« 1 . (2w - l)T^r (2w - 1)tc t^ 1 r (2m-l)ir (2m-3)iti 

— m = 2"'^sin^ ^ cos^^ — -- ^ -eoa-- ... cos^^ — -—- cos—- — —\. 

2m L 2m 2mJ L 2m 2ni J 
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On a donc (n.o 1) 



2'*-* sin „ 
2m 
a, = '. — 


ì 


2«-« sin ^"^ 
2m 






ì 


2"»-» sin „^" 
tn 


9 


2«-i sin ^ — - — - 
2m 
A, = ; 



m 

ety par conséqaent, 



" m l 2m 2m 2m 2m 



fc 5ic . 6it fc(2w - l)ic . (2m - 1)t: 

+ COS**- — Binr; ... - C08* — Sin 



2m 2m 2m 2m 



En ayant maintenant égard aux Identités trigonométriques : 

i2m - 1)TC 7C . (2m - l)it , i: 

cos = — cos-— , Bin ^ = sin- — , 

2m 2m ' 297» 2m ' 



(2m — 3)11 3tc . (2w-3)ic . 3it 

coB — = - coB r — , sm^ — - — — = sin- — , 

2m 2m ' 2m 2m ' 



]• 



on peut encore écrire cette formule de la manière suivante : 

2*r ^ ic . IT »3ic . 3ic 

Sfc = — I cos*^ ;r— sm-: cos*r — sm- — 

* wL 2m 2m 2m 2m 

+ . . . d= coB*^ — sm :^ cos* — ^. — — sm^ ^ 

2m 2m 2m 2m 

quand k est un entier impair. 



]■ 
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De cette égalité et des égalités (n.o 1) So = , S, = , . . . , S^_, = on tire 
premièrement Tidentité Buivante: 

I eoa"—- sin- eoa"-— sin-— + coa*r— ain ~ 

\ 2m 2m 2m 2m 2m 2m 

(34) ^ 

f - . . . ± eoa*-- - — - aln — r — ^ :?: coa*^^— — - sin-— = 0, 

2m 2w 2m 2m 

qnand ^ == 1, 3, 5, . . . , m ^ 3. 

De la mème égalité et de S,^.| = 1 on tire Tidentité : 

i«-i ^ ^ m-1 3^ 3ic . ... 5ic Su 

icoa** ^rr- am-- — eoa"* '- — ain- — I- eoa'* ^^r- ani- — 
\ 2m 2m 2ni 2m 2m 2m 

(35) 

f- ... db eoa** "' ^ ^ - ain ^ ^ ^ ycoa"*'^ ^ ' ' ain— — - = -=. 

2m 2m 2m 2m 2"* 

27. Pour déterminer la valeur de la aomme qai entre au premier memore 
dea identitéa précédentea dana le caa oti k> m — lf remarquona qne la formale 
(33) et la formale bien connae : 

2 coamx, = (2 eoa»,)"* — m(2 coBa?|)***""* 
+ --^YTg- (2 coaa?,)*-* + ^-^^ — -'(2 coboji)'* « - . . . 



donneo t; en poaant x = coaxi , 

/ Tt \/' 3tc\/ 5i:\ / (2w-l)itv 

(a?— coaT — Il a: — eoa- — )\x- eoa-— ) ... (x- eoa — r ) 

\ 2m/\ 2m/\ 2m/ \ 2m / 



-se'" 



^^m-t . ^(^-3) ^^^ m(w-4)(m - 6) 
'■2«® ■*" 1.2.2^^ r:2."3.2~'^ ^"•' 



Noaa avena donC; quand /ow — 1, (n.o 4) 



k ic . TI b3ic . 3ir k^ic 5ii 

eoa"-— ani coa'^r- sin-— + coa''^— ainr— 

2m 2m 2m 2m 2m 2m 

, , , i(m — 3)ic . (m-3)ic »(w-l)ir . (m— l)ir 

(37) / - ... ± cos*^^ ^ ain^--~ q= cos*^^— — ^ain^ - - 

^ '^ 1 2m 2m 2m 2m 
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où ^, 8, . . . , X rcprésentent les solatlons entières. positives ou nnlles, de l'éqna- 
tion : 

A.» fn ^ n 

/S + 28 + ...+-X=— , 

et oà 

t = P + 8+... + X , fc = iii + n-l, 

m m{m - 3) m{m - 4)(m — 5) 

Le second membre de cette identité pent ètre calcale directement oa au 
moyen de la règie donnée aa n. 7. 

On a, en particulier, en posant n = 2, 4^ 6, . . . , 

.. , r . IT -., 3ic . 3» wt^ir . 6ir 

co8^+'t — sin -7— - cos*^*- — S1D-— + cos^**— — sin-— 

2m 2m 2m 2fn 2m 2m 

(38) ; 

2m 2i» 2m 2fn 2"+* 

quand m^4; 

-, IT TC ■i+«3ir . 3:: ■j.^S^ . 5ir 

C08"*'-r— Sin- C08"'+'-— Sili-- + COS"*'-- Bill-— 

2m 2m 2m 2m 2m 2m 

2m 2m ^ 2w 2iii 2"*-^» 



(39) 



quand m ^ 6 ; etc. 

Il convient encore de remarquer que le second membre de la formule (37) 
peut ètre mis sous la forme: 

Am*^ + Bm* 4 . . . 
où 



=E 



p!8!6!...XI(2I)«(8!)*...(yl) 



au moyen de laquelle on volt qu'on a 



1* r * ^ . ^ fc 3ic . 3i: . fc Sic . 

lim cos*:; — sin- cos*;^— sin- — h eoa*- — sin 

mssml 2m 2m 2m 2m 2m 



Jm-3)ic . (m-3)ic 
— ..,=fcC08* ^ s'P^: — ^ T 

2m 2m 



C08*i ^ sm^^ '- 1=0, 

2m 2m J ' 
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et 

r/ K \* TC / 3ic\* 3ic / (wi-3)t:\* , (m-3)ì 

lim ( 2co8-r- ) sin-^ - { 2co8-^ ) sin- ... db ( 2co8 ^ ^ ) sin^— -^ 

™L\ 2w/ 2m \ 2fn/ 2m \ 2m / 2»» 



:p ( 2co8Ì — ) sin ^ ^ \—, — = -TT ^• 

\ 2m / 2tn J U+i 2 






-n' 



28. Considérons maintenant la somme S_^. 
On a alors (n.^ 3) 



. it . 3ic . 5ic (2m-3)K . (2m-l)Tt 

S^=-— I --• + z ...+ 



■ C08'*-r7— cos'ir — COS^r — COS**^^ — COS**^^ — 

2m 2w 2m 2m 2m 



et, par conséquent, 



»mi Sin- — sinr; — sin;r" ^^^ — ;;; ^^^ — r"^ 

2*^1 2n) 2m 2m 2m 2m 




S.»=~l r- + 



■ C08**t: — cos^- — cos**—— cos**^ — — cos 

2m 27?i 2m 2m 



qnand n est un nombre impair. 

De cette formule et de la formale (U) da n.o 4 résalte Tidentité: 



• JL • £^ • (^"^)^ • (m-l)it 

2m 2m 2m 2m 

+ ... ± 




n ^ ..„n 3it Jm-3)rw ^,(m-l)K 



C08'*r— COS"-— cOS**^^ COS 

(40) ( 2m 2w ''""* 2m 2m 






p^*^^ P ! 6 I ... X ! 
où le signe £ s'étend aaz soìutions entières, positives ou nulles, de l'éqaation: 

et où i est donneo par Tégalité: 

i = p + 8 + . . . + X. 
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Ponr déterminer les qnantités p„ , j>^_, , p„_4 , p^-e > • • • > 1^* entrent dans 
cette formale, on pent recourir & la formale connae : 



cosnur 



, = (- 1) * [l - 2-, 008*aj. + -^ C08^, 



6 ! 



qui ne diffère pas de (36) qae par ]a forme , laquelle donne, en ayant égard 
à (33), 

/ ^V 3it\ / (2»»-l)it\ 



(-l)»r m*x* . OT»(m *-2«)^ m\m* - 2«)(w« - 4») ^ . I 
= ^5^1* " ~2T "*" 41 ^ 6l a^ + --.J- 



On a dono 



tu tn fit 



^« "" 2"*~i ' l'w-t — 2"*""^ 2! ' ^«-» "■ 2"*"'i ' 4? > ' • • 



L'égalité qu'on vient de démontrer, donne^ en y posant n = 1, 3^ 5, . . . . 



15 3ti 5ir 

tang- tang-— + tang^; 

^2m *2m ^2m 



(41) 



m-f 



(m-3)TC (m-l)tc , ,^^ m 



TC . 3i: .515 

BIIIt — Bin;; — Sili 

2m 2m 2m 

4- 



(42) 



COS'- — COS'-— C08* 

2m 2m 2m 



. (m-3)ir . («i— l)ic 

2m 2m ?td ^3 



,(m-3)r. ,(w-1)tc ' ' 4 ' 

TOL. XLII 47 
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sin 



(43) 






2m 



C08 



5 



2m 



sm 



cos^ 



3k 

2771 



sin 



5u 

2nì 






. fm-l);: 
sm — - — —- 
2m 






. 5Tt 
C08* -— 
2?7l 


— • • • 




(- 


«1-1 

-1) « . 


w'(5m* 


+ 4) 


48 


ì 



2m 



2m 



qiiand m > 2 ; etc. 



29. Nous asons suppose dans tout ce qui précède que m est un entier pair. 
Nous allons considérer maintenant le cas où m est impair^ et, pour cela, nous 
donnerons k a, h, e, . . . les valeurs : 



ir 
2m 



3ic 



5ic ^ (m— 2)ic 

2m ' 2m ' ' 2m 



COSrr — , COS;;— , COS^— > • • • > -OS — —- — , 



COS 



(m+2)ic 

2»r" 



(m+4)ic 

COS — ) • • • ) COS 

' 2m ' ' 



(2 m-l)Tt 
"2m 



En écrivant alors la formule (33) de la manière suivante : 



cosmo; 



cosx 



_t __ 2"*-M cosa?! -- C08-— ) ... l cosa?, - cos^— J 

, V 2m/ \ ^ 2»i / 



/ (m + 2)tc\ / (2wi - l)it\ 

(cosaj, - cos^-^- ) ... (cosa., - ccs-^-— j, 



en dérivant, par rapport à x^ , les deux membres de cotte identité et en posant 
ensuìte : 

TU 3ic (m-2)ic (m + 2)ic (2m - l)ic 



a? = 



2w ' 2m ' 



2m 



2fn 



' • • • ' 2m ' 



on trouve 



m 



COS 



2m 



= 2"* ^ SIUt — ( C08- COS- — Il COS- COS- — ) . • . t 

2m\ 2m 2m/\ 2m 2m/ ' 



^ om-i . 3ic/ 3it TC \/ 3tc 5tc\ 

— - =: 2"" * sin- — 1 COS- COSt — )( COS- COS;; I • • • > 

òK 2m\ 2m 2m/\ 2m 2m) ' 

COS- — 



COS 



2m 

= 2*^ *sin-— ( 

2m \ 



5tc 
2m 



5tc tc \/ 6tt 3ic\ 

COS- COS^r— )( COSr COS- — | . . . # 

2m 2m/\ 2m 2m ) 



COS 



w ^„-i . (2m-l Tt/ (2m-l)ic ir \/ (2m-l)ic 3ii\ 

-z — - = 2" ^ sin ^( COS^— ----^ C08-— )( COS— ^— ^ COS^r- 1 . . . . 

2»i-l)ic 2w V 2w 2m/\ 2m 2m/ 



(2»i--l)ic 
2m" 
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On a dono 



«1 — — > Pi = J • • . ^ ^« = 



m " m ' ' ' m ' 



et, par conséquent, 



2m 2m 2m 2m J ' 



on encore, en supposant que k est un nombre impairy 



Sju = — I co8*^*- — sin- coB*^^-— sin- 

* wL 2m 2w 2m 2m 



2m 2m 2m 2m 



] 



Cette formule donne, en premier lieu (n.o 1), 

ju , TC ic u , Sii . 3it 

cos"^*- — t;in- cos"^*^: — sin- ... 

2m 2m 2m 2ni 

(44) 

C08*+*^ Sinl— .— i- q= 008*+*- r- 8in ^ ^ ' =0, 

2w 2m 2m 2m ' 

quand fe = 1, 3, 5, • • . , m — 4. 

La mème formule donne ensaite : 

wm A "^ . TC ^^, 3tc , 3lC 

eoa*" *- — sin;; C08*" *-— sm^r— + . . . 

2m 2771 2m 2ni 

(46) 

± 008*" *^^ Bili' — qp COS™ *— Sin ^ ^ ^ = — • 



2m 2m 2m 2m 



»m 



On voit dono que les formules (34) et (35), que nona avìons démontrées pré- 
cédemment pour le cas où m est an nombre pair, ont encore lieu quand ce nom- 
bre est impair. 

30. Pour considérer maintenant le cas où & > m — 2, remarquons que les for- 
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mulds (33) et (36) donnent, en posant cosxi = x , 



/ it \/ 5it\ / (»B-2)it\ 

/ (m + 2)tc\ / (2m - l)ic\ 

( X — COS^— ;- " ) ... I OC - COS j 

\ 2m / \ 2m / 



-^ 2*^ ■^7:2:2^'*' 1.2.3.2« ^ ^"" 



et qu'on a donc la formule : 



cos**^-r— sm-; cos*+\t— sin h . . . 

2m 2m 2m 2m 

(46) < =fc co8*+i ^--^ sin— ^ — ^ :f cos^-^i^— ^ sini^— — ^ 

^ ^ ^ 2m 2m 2w 2m 






p!6! ...X! 
où le signe £ s' étend aux solutions entières, positives et nulles, de V équation 

p + 28 + ...+-^X = - , 

et où 

t = p4-6+. .. +X,fc = m + n — 2, 

«i _ m(m — 3) _ w(m — 4)(m — 5) 

^*~""2^ ' ^*"' 1.2. 2* ' ^^■" l.2.3.2« 

laquelle est semblable & la formale (37). 
On trouve anssi, qnand n est impair^ 

TC . 3it .611 

sin- — sin- — sm- 



• • • 



2*" I ' 2m '"2m "~2wi 



71% I ^^, TC «^, 3it „_, 5tc 

I COS** '- — COS'^*-; — cos^ ^- — 

2m 2m 2m 



. (m— 4)ir . (m — 2)it 

sm — sin — - — — 

2m 2m 



2m 2m 
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et, par conséquent^ 

it . 3t: . 6it . (m-2)ir 

sin—- sm— - sin— sin— — — 

2fn éim ^fìi 2m 

+ z . . . + 



(47) { 2w 21» 2m 2m 

où ^ , S , . . . 9 X représentent les solutions entières, positives on nnlles, de i'éqna- 
tion : 

P + 28 + ... + — ^X=^- , 

et où 

t = p + 6+...+X. 

Pour déterminer les constantes jp^_, , i?^., , p^^^ > • • • i qtii entrent dans 
cette formule, on peut recourir k l'égalité connne 

cosmx "*"* 



= (-1) » [^--^-^ — ^cos'x, 



cosce, L 2-3 



4- — ^^ ^^ ^ C08*a?, -... + (— 1) * 2* * cos" *aj, , 



laqaelle, combinée avec la formule (33), donne 



/ t: \/ 3tt\ / (m-2;K\ 



/ (m + 2)i:\ / (2m-l)ic\ 

X{x- C08— — ) ... (X - COB^—- j 



m-i 



(-1) « r m(«i»-l) , m*(m* - l)(m» - 3«) . 1 

=-2^r — ^T- ^^ — 2:3:4:5 — ^* -•••]' 



et, par conséquent. 



m—i m— t 

(-1) *".w (-1) • m{m}' 1) 



Pm-I "~ nm-i » i'm-S "" 



gfl,-! , ^m-» 2«»-l 2.3 



m-l 



_(-!) « m(m^-l)(m«--3*) 
l>m-6--2^— • 2.3.4.5 '"' 
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La formule précédente donne, en posant 71 = 1, 3, 5, . . . 



m4-f 



TC . 3ic , _^ . (m-2> (-1) * 
,--8m— +...=hsm— — = -^ ; 



. IT . 3ic . (m — 2)ic 

sjdt — sin- — sm^— - — - ,-., , 

+ ...± -=(-1) * 



, 7t . 3tc ^ ' • • ,(m - 2)Tt ^ ^ 12 ' 

COS*- — COS'- — C08* — 

2m 2m 2m 



31. Une aatre application analogue à. la précédente est celle dans laquelle 
on donne à a, ò, C; . « . les valeurs : 



(Lm - l):: (Im f l)t: 



it 2tc \2 / \2 / (m-l)TC 

CO8 — , COS — I . . . , cos , COS > • • • 7 <^08^ . 

wi m m m, m 



£n snpposant que m est un nombre pair, et en partant de Tégalité 



sinmx 



sinxf co8a;| 



— = 2"*"^ cosse, — cos — ) ( cosa:- — cos— ) ... 



cosx, — cos l\ C0S3C, - cos I ... f cosse, — cos j , 



on obtient la salvante, quand k est impair ; 



Sfc = — cos*"*"^— sin* cos**^*— sin' 

* mL m m m 






+ . . . =t cos*"^^ ' '— sin^ 

7/1 W 

On a donc 



cos* 



^ 1 JL sin^- - cos^+^- sin»- + . . . ± cos*^' -^? — sen« — - , 

m m m m m n 



quand fc = 1, 'ò, 5, . . . , wi - 5. 
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Quand A: = m — 3, on a 



cos"* * — sin* cos^^ — sin*— + . . . 

fn m m Tìi 

dbcos"* * sin* !-<-.= --- 

m m 2^ 



Qaand ft > m — 3, ou trouve 



cos^* — sin* cos^^ — sin* 



• • • 



m m 2"'-^^ -* g!8!...X! 

oti ^ , 6 , . . . ,\ sont les soIntions entières, positives oa nailes, de l'équation 

et 

t=3p-f8 + ...+X , fe = m + n — 3. 

On voit au moyen de la formale ; 

-: '— =7 2[(2 cosa?,)'""* - (m - 2)(2 008».)"»-* 

SmX, C08X| » ^ /\ 1/ 

(m-3)(m-6),^ 

quo les valeurs àe p^^p^ , . . . sont alors données par les égalités 

- _ ^""^ - (w> •" 3)(m - 5) (m - 4)(m - 5)(m - 6) 

i^t — 2« ' '^* "" 2 ! 2* ' i'e — gj-ge 



• • • • 



On voit encore, au moyen de la formule 



Qìnmx^ ^f w(w* - 2*) 
: = (-1) iTn ^-;;r-; ^ COS*a?. 



m(m* - 2*)(m* - 4*) , 
5! 



I ""•••J 7 
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qu'on a, qaand n est impair. 



■ . Q-Q" 



sin* — sin*— sm' 

+ ...:*= ■ 



— COS^ * — 

m m 



cos""^ — cos**"^ 






COS' 

m 



! wP . «^ «V 



2«Zj^""^^ • />'"''«-» P ! 8 ! . ..X! ' 
P + 28 + ...+ __A = — ^ , 

1 = ^ + 6+. ..+X. 

On considero d^anc manière analogue le cas où, m étant impair, on donne 
k a, b, e, . . . les valenrs 

K 2Tt 3ic (m-l)ir 

COS — , COB — , COS — I . . . , COS • 

m m m m 

32. £n passant k ane aatre application^ sapposons que a, 6, e, . . . sont les 
racines de Téquation 

et que, par conséqnent, 

ir se* ce' a*"! 

(1 -ax)(ì - bx){l - ca) . . . = 1 + —[x + ^ + - + .,. + --J . 

La fòrmule (7) donne alors 

Sm+ii^i=2|("^)**2*al p! . . .XI(2!)P(3!)lf . . . (w!/ ' 

a, ^, . , . ,\ étant les solutious entières, positives on nulles, de Téqaation 

a + 2p 4- . . . -f wX = n , 
et 

i = a + p+...+X. 
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£n comparai! t cotte formale à l'expression suivante des nombres de Ber- 
noidliy que nons avons donnée dans notre Curso de Analyee {Calculo differencial^ 
3« ed., 1896, p. 236) : 

^« V i; • ,^n+i _ 1^1^- ) 2*-^»a!p!...X!(2!)P... (n !)^ ' 



où 



a + 23 4- . . . + nX = n, 



t = a + g;+...+X, 



on trouve 



quaod n < m. 

Nous avons ainsi nne formale qal He les valears de S^^^.,!., à celles des 
nombres de Bernouìli , et qai fait voir qae , qaand n est an nombre pair , on 

33. Comme dernière application noas allons chercher les coefficients qai en- 
trent dans le développement 



(1 - x)(l - 2x){i - 3a;) . . . (1 - wix) 



On a premièrement (n.o 2) 



° » — °»+»-i" 



Mais (n.o 1) 



t i 

(m-1)! l.(m-2;! 

=4F't(7)'--(r>-" 

TOL. xui. 48 
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Bone, en ayant égard à une formulo de la théorie dea différences finìcs, 
bien connue, on tronve 

^ m! 
En remarqaant qn'on a au88i (n.o 1) 

S.,^.,., = 1.1^.2'. 3''... m', 
oh p, Qf Vj . . , , s sont Ics solutions entièreS; posìtives ou nulies, de réqaation 

p -h q + r i^ . . . -{- 8 = n , 
on peat encore écrire Tégalité précédento de la manièro salvante : 

1 



m. ! 



Cette formule, donnée par M. d' e a g n e en les Nouvelles Annales de Ma- 
thématiques (3e sèrie, t. II), est un cas particulìer d'une autre, attrlbuée par M. 
Cesàro {Nouvelles Annales^ 3® sèrie, t. IV, p. 69) à Fergola, que nous obte- 
nons en donnant, dans Tidentité de G a u s s, à a, ò, e, ... les valeurs 

e,«+l ,<4-2,...,« + m. 

On irouve ainsi 






+ 



2!(m-2)! 



_.... + (-!) __J 



^ S;rr[*"*''' " (7)^^"*" ^^'^^'^ ■*" (7)^^^ *^^"''"*^ ••• ^ ^" ^^""^^ ^ "^^"""I ' 



et, par conséquent, 

s, 






Mais on a aussi 

S«^« = ^y t^(t + l)^(e + 2)'- . . . (* + my , 



Dono 

m! 



I, <"(« + 1)» ..,(<+»»)• = V Jl^L A« «»+». 
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ne, equivalenza — Momenti, impulsione, lavoro delle forze — Centri di gravità — 
Momenti d'inerzia — Sull'attrazione — Della funzione potenziale e del potenziale. 
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Parte HI. /S^toi/ca— Principii e formolo fondamentali sull'equilibrio — Equili- 
brio dei sistemi invariabili — Equilibrio dei sistemi deformabili. 

Parte IV. Dinamica — Movimento di un punto libero — Movimento di un 
punto vincolato — Movimenti speciali — Principii generali sul moto dei sistemi — 
Movimento dei solidi o sistemi rigidi — Movimenti relativi — Forze istantanee , 
urto, percosse — Movimento dei sistemi deformabili — Alcune specialità nei moti 
dei sistemi. 

Riviste bibiiograflche del Professore T. Levi-Civita alla R. Accademia 
delle Scienze di Padova (Il Gennaio 1904), e del Professore A. Ven- 
turi al Circolo Matematico di Palermo (21 Marzo 1904). 

Levi-Civita — Il trattato, di cui il chiarissimo collega nostro prof. Calda- 
rera fa omaggio alla Accademia, rispecchia, nelle lìnee essenziali, le lezioni, che 
egli tiene da più lustri neirAteneo Palermitano, e di quelle lezioni possiede la 
vivacità e gli intrinseci pregi. 

Ma Topera non è circoscritta entro i limiti angusti delle esigenze scolasti- 
che: vi si trovano, acconciamente inserite^ teorie ed applicazioni complementari, 
e da ultimo si schiudono allo studioso gli ampi orizzonti, che si imperniano sui 
risultati capitali di Hamilton e di Jagobi. 

Notevolissimi tra i complementi accennati sono quelli, che si riferiscono alla 
attrazione e al potenziale newtoniano. Nei corsi di meccanica razionale se ne 
impartiscono solitamente appena le prime nozioni. Ma sarebbe indiscutibilmente 
desiderabile di potervisi trattenere più a lungo, come l'Autore ha fatto con fine 
senso di opportunità, poiché si tratta di un campo di studi, in cui bene conven- 
gono l'interesse pratico e il matematico, e Tinsigne ammaestramento di ciò, che 
ha raggiunto il suo assetto definitivo attraverso una elaborazione secolare. 

Altri argomenti, egregiamente coordinati al piano generale dell'opera, sono^ 
nella statica, lo studio deirequillbrio delle superficie flessibili e inestendibili e i 
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principii della teoria matematica della elasticità ; in dinamica^ le vibrazioni delle 
corde e delle verghe. 

Del resto, anche nei capìtoli, la cui orditura generale è ormai consacrata 
dalle tradizioni deirinsegnamento, si paò riconoscere il lungo studio e il grande 
amore, con cui l'Autore ha curata Topera sua. 

Lo dimostrano chiaramente e i diversi aspetti, sotto cui egli ci presenta ta- 
luna questione, e i giudiziosi raffronti, che li collegano, e gli accenni, sia pur 
fugaci, alle applicazioni concrete ; la scelta accurata e felice di molteplici esempì 
illustrativi, le notizie storiche e bibliografiche. 

Sul dettagli, frutto di illuminata esperienza, debbo per necessità sorvolare 
nella presente occasione^ che solo un minuto esame deiropera permetterebbe di 
valutarli come meritano. 

E chiudo, additando al simpatico assentimento dei Oolleghi lo spirito vigile 
di bene inteso patriottismo, con cui il Caldarbrà, pur non trascurando il con- 
tributo internazionale, visibilmente si compiace di far conoscere ed apprezzare 
i lavori italiani. 

Il socio A. Venturi — Non sarebbe cosa conveniente per la nostra Società 
il lasciare passare sotto silenzio un'opera di lunga lena, di cui è autore un no- 
stro benemerito socio, il chiarissimo prof. Franobsco Oaldarbra, presidente di 
questo Circolo. E quest' opera importante è un trattato ampio di Meccanica ra- 
zionale, disegnato nel duplice intento di offrire allo studente ciò che suol richie- 
dersi agli esami di tale materia, ed allo studioso una larga messe di quella dot- 
trina che non può essere compresa nei limiti, purtroppo ristretti, di un corso 
universitario. E svariati e tutti importanti sono gli argomenti trattati, che uscendo 
dalla cerchia elementare, salgono via via sino alle più delicate teorie, trattate 
dall'autore con sufficiente estensione e con larga competenza. Noteremo per es. 
che, a proposito della teoria deirattrazione, si riporta la discussione che ha in 
vista di poter dimostrare col calcolo la realtà della legge newtoniana, partendo 
dal solo fatto che i pianeti percorrono curve chiuse. Questa ricerca, in cui l'au- 
tore segue la classica memoria del Bertrand, completa opportunamente la teo- 
ria deirattrazione, portandola, per cosi dire, sopra un terreno nel quale lo stu- 
dioso può apprezzare, colla massima evidenza, V importanza anche pratica di 
quella teoria, e in un caso dei pili mirabili ed universali. Cosi pure sono esposte 
le più importanti ricerche sopra le equazioni generali della dinamica, sulle vi- 
brazioni dei corpi filiformi e laminari, suirequilibrio e sul moto dei sistemi de- 
formabili, sui piccoli movimenti di un sistema in prossimità della posizione d'e* 
quilibrio stabile, sui moti stazionari, etc. 

Tutte queste dottrine sono esposte dal chiarissimo trattatista colla scorta 
delle più moderne acquisizioni fatte dalla scienza, e quella che per lui è ancora 
maggior titolo di lode consiste nelT aver lasciato quel vezzo di taluni che non 
consideravano scienza di buona lega se non quella che ci veniva d' oltrealpe, 
mentre il prof. Oaldarbra fa conoscere al lettore le più importanti ricerche, in 
accordo all'indole del suo libro, che si debbono ai nostri più chiari cultori della 
meccanica pura, i quali tengono alto, anche di fronte alle altre nazioni, il pre- 
stigio della scienza italiana. 



